


　　　　　　まえがき

現代はシステムの時代といわれるようにシステムが各所に導入され，その規模もますま

す増大している．システム工学はこのようなシステムを取り扱うに必要な技術の集大成と

して位置づけられており，わが国に導入されてから，すでに５０数年が経過している．電

力，鉄鋼，化学などの大形プラントはもちろんシステムであるが，単一の装置も視点によっ

ては部品から成り立つシステムと見ることができる．したがってシステム工学を必要とす

る分野は多岐にわたっている．

システム工学は他の多くの工学のような特定の分野の理論・技術というより，各種の理

論，工学のうちシステムに関連する部分を取り出して，集大成したものといえる．したがっ

て，どの分野をシステム工学に入れるかについての考え方には個人差があり，システム工

学の図書の内容も著者によりかなり幅の広いものになっている．本書はシステムの計画か

ら運用までの各段階で必要とされる技術のうちから特に，対象のモデルの作成，計画技法，

システムの最適化のための手法，システムの工程管理，そしてシステム信頼性について述

べている．

本書は大学の情報系工学科のシステム工学の教科書として，半期の講義用として執筆し

たものであり，最新の話題も盛り込むよう配慮した．以下，簡単に本書の構成について述

べる．１章では概論としてシステム全般に関する事項，すなわちシステムの定義，構造，

分類，システム工学の定義，特徴を述べたのちシステム実現手順とそれに必要な理論，工

学について言及し，本書を読むに当たってのガイダンス与えている．２章ではモデリング，

すなわち，モデルの作成とそれを使用してのシミュレーションについて述べている．シス

テムを解析したり，シミュレーションを行なったりする際に的確なモデルを選ぶことが大

事であり，そのための指針を与えることを目的にしている．モデルとしては，まず動的シ

ステムのモデルについて述べたのち，グラフモデルについて記している．グラフモデルに

は確率モデルであるマルコフモデルにも触れている．さらに最近の話題であるファジーモ

デルも取り上げている．その後，シミュレーションについて触れている．３章はシステム

の計画，評価の際に必要な技法として，発想・予測技法であるＫＪ法，デルファイ法など

について述べたのち，評価技法である一対比較，デシジョンツリーなど，さらにはライフ

�



�

サイクルコストについても説明している．

４章から６章はシステム工学の中心的な課題である最適化手法を取り上げている．まず

４章では基本的ともいえる線形計画法，５章では動的計画法について述べたのち，６章で

は非線形計画法の代表である勾配法や最近の話題のニューラルネットワークによる解法，

遺伝的アルゴリズム，多目的最適化にも触れている．７章では大形プラントなど建設時の

工程管理に不可欠な手法である����法について述べている．８章ではシステムの信頼性，

安全性について記している．最近の宇宙開発を始め大規模なシステムでは信頼性，安全性

を高めることが重要である．まず信頼性の基礎的理論について説明ののち，システムの信

頼性・安全性の解析手法の代表である故障モード解析（����）や事故樹解析（���）に

ついて述べている．

ここで触れた話題は何れも一冊の本になるくらいの内容があり広範にわたるためためす

べてを尽くすことはできないので，ここではシステムの取扱いに必要な基本的な事項に限っ

て述べている．したがって，さらに内容の深い追求を希望する場合はそれぞれの専門書に

委ねたい．

教科書という性格から執筆に当たっては多く人々の研究成果や図書を参考にさせて頂い

た．ここに厚く御礼申し上げる．なお参照した個所などは参考文献にて触れているが，も

し洩れている個所があればご容赦を頂きたい．
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　システム工学概論

［概要］システムとは何か，システム工学とはどのような工学か，システム工学はどの

ようなものから成立ち，どの分野で用いられているか，など全体的事項について述べて２

章以降の導入部を構成する．

システムとは

����� 定義

　現代は「システム」�������� の時代と言われているように，システムの語は各所に氾

濫し，日常語化しており，改めて「システムとは何か」と問われても返答に困るほどであ

る．������の日本語訳は「系，系統，体系，制度」などであるが，むしろ，そのままを日

本語化した「システム」の方がぴったりする．システム工学ではシステムを対象とするの

で，まず，システムの概念を一度，考え直して置くことはシステム工学を学ぶ上で無益な

ことではないだろう．

さてシステムを特徴付けている事項を思い付くままに並べてみると

�	 複数の要素より成立っている．１個より成立っているもの，すなわち単体は普通，シ

ステムとは言わない．

�	 相互に関連し，組織化され，一つの閉社会を構成している．たとえ複数のものから

成立っていても，相互に関係がなかったり，各個がばらばらに機能しているもの，あ

るい構成要素が不明確であったり，他との区別のつかないものもシステムとは言わな

いだろう．


	 共通の目的をもち，全体として統一している．前項に関連するが，全体が一つにま

とまるとともに共通の目的・使命をもって活動してはじめてシステムと言えよう．

�	 主として人工的なもの．人体システムや自然システムなどのシステムもあるが，シ

ステム工学で対象とするのは人為的に変えることのできる人工物より構成されたシ

ステムを対象とする． 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

�



� �� システム工学概論

内部構造
相互に関連
共通の目的

入力 出力

環境

エネルギー、物質、情報の交換

図 �	�� システムの構造

　以上を総合すると「システム」とは ����������で規定しているように

多数の構成要素が有機的な秩序を保ち，同一の目的に向かって行動するもの

というのが妥当な定義であろう．したがって，システムを図示すると図�	�のとおりになる．

システムはこのように機能に名付けられたものであり，物，すなわちハ－ドウエアではな

いし，また，その適用も時と場合によって変わってくることが，システムを分かり難くし

ている．人間を例に取って考えると，一人の人間は社会の構成要素であり，システムとは

いえないかも知れないが，立場を変えると人体は脳を中心に手・足などの運動器官，目・

耳などの感覚器官，内臓などの多くの器官が有機的に結合して，一つの目的をもって機能

する立派なシステムである．このように視点の相違によってシステムになったり，ならな

かったりする．要は現在，取扱う問題のレベルによって決まることである．

����� システムの例

　一般にシステムの名前が付けられているものを思いつくままに集めたのが，表�	�であ

る．社会・行政機構から始まって，大規模設備，製造設備，装置，運用・管理方式，制御

方法など多岐にわたっている．このように形のあるものから形のないもの，大きなものか

ら小さいもの，あるいは社会的なものから工業的なもの，と千差万別である．共通するの

は先に定義した機能をいずれも持っていることである．

����� システムの構造

　システムを子細に観察するとシステム自体がさらに小さい，いくつかの小規模のシス

テムより構成されるという具合にシステムが構造を持つ場合が多い．また，大規模のシス

テムをつくる時などでは，個々の要素より直接，全体システムを構成するのではなく，機能

をいくつかに分割して，それぞれを遂行する小規模のシステムをつくり，これの集合体と
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表 �	�� システムの例

分野 　　　 システム名 　

社会，行政 広域行政システム 　　 地震予知システム 　　　

医療 　　　 医療システム 　　　　 患者集中監視システム 　

　　　　　　 人体計測システム 　　 　　　　　　　　　　　　

交通 　　　 新交通システム 　　　 列車運行管理システム 　　

　　　　　　 列車座席予約システム 　　　　　　　　　　　　

航空 　　　 航空管制システム 　　 　　　　　　　　　　　　

エネルギー エネルギー管理システム 発電所最適運転システム 　

製造 　　　 ��� 　　　　　　　 燃料供給システム 　　　　

管理 　　　 事務管理システム 　　 生産管理システム 　　　　

装置，方式 情報システム 　　　　 計算機制御システム 　　　

　　　　　 二重化システム 　　　 ハイアラーキシステム 　

　　　　　 ネットワークシステム バックアップシステム 　　

　　　　　 制御システム 　　　　 　　　　　　　　　　　　

判断 　　　 意志決定支援システム 　　　　　　　　　　　　

して大規模システムとすることがよく行われる．このような小規模のシステムを部分シス

テム �� !������� という．このような部分システムへの分割の仕方には各種あるが，その

代表的なものが 　図�	�に示す階層構造 �"��#$#%"�%$& ��# %� #�� と分散構造 �'�%�(�#$&�)�'

��# %� #�）である	 　階層構造では上下の関係で機能の分担が行われる．情報の交流は指

令と応答というように上下の関係を通じて行われ，上下間で強固の関係を保っている反面，

同一の階層間の情報交換も上位のシステムを介して行われるため，必ずしも迅速ではない．

一方，分散構造では水平的な機能分散が行われ，同一階層間での協調のもとでシステムの

使命が遂行される．もちろん，この場合もシステムとしての統一は必要なので，分散され

たサブシステムのいずれかが全体の統制機能も持つことになるが，簡単に他のサブシステ

ムのいずれかに移すことができ，事故などの異常事態に直ちに応じられる融通性を持って

おり，最近の計算機制御システムなどに好んで採用される．

����� システムの分類

　システムはその特性よりいくつかに分類して取扱われる．その代表的なものを示す．
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図 �	�� 代表的なシステム構造

�	 時間の継続の形態により連続 �時間�システム �%*(��( * � �������と離散 �時間�シス

テム �'��%#��� ������� に分けられる．計算機制御のように，対象のシステムが連続

システムでも計算機は離散時間で動作するので離散システムになるものがある．

このほか空間的・時間的なものを含めて切れ目の有無により離散事象システム �'��%#���

���(� ������� ，連続事象システム �%*(�� * � ���(� �������の分類が用いられる場

合もある．

�	 時間的な特性に関しての分類として，状態値が時間の経過に関係しない静的システム

���$��% �������と状態値の時間的な変化を問題とする動的システム �'�($��% �������

とがある．


	 特性が時間に関係なく一定な時不変システム �����+�(�$#�$(� ������� と時間ととも

に変化する時変システム �����+�$#�$(� ������� とがある．

�	 特性の線形性から線形システム �&�(�$# �������と非線形システム �(*(&�(�$# �������

とに分けられる．

�	 現象の発生状況から確定的システム �'���#��(����% �������と確率的システム（��*%"$���%

�������とがある．システムに確率的な外乱（雑音）がある場合には後者の扱いを必

要とする．

実際は以上に述べた分類のいくつかを組合わせた性質を持っている．
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システム工学とは

����� 定義

　システム工学とは，��� �����（オペレ－ションリサ－チ用語）による定義に従い

システムの目的を最もよく達成するために，対象となるシステムの構成要素，

組織構造，情報の流れ，制御機構などを分析し，設計する技術

と見てよいだろう．まず問題はシステムの目的であり，これには性能，品質，信頼性，生

産性，時間など各種に関係するものがあり，いずれを選ぶかによって取組みも変わってく

る．そのおもなものを挙げると

　　, 　最小の資源（原材料，エネルギ－，人件費）

　　, 　最大の生産効率，生産性

　　, 　安定した性能

　　, 　高い信頼性

などがあり，いずれを重視するか，あるいは，どのように調整するかは問題ごとに変わっ

てくるし，それにより適用するシステム工学の内容が異なる．

����� システム工学の特徴

システム工学の特長を挙げると

�	 　対象が多様であり，あいまいなものが多いことである．前節で述べたように，対象

とするシステムには各種のものがあり，そこで問題とされる事項も各種各様である．

さらに問題点も明確に与えられていなく，あいまいな場合も多い．そのような場合シ

ステムを分析して問題点を発見する能力も要求される．

�	 　各種の解決方法がある．システム工学は一つのまとまった工学というより，各種の

工学の中からシステムに関連するものを抽出して，まとめたものである．一般に解

決方法は一つではなく，いろいろな解決策が考えられる場合が多く，対象とする問題

に最も適合した方法を選択して，適用する能力を必要とする．


	 　各種の要求事項を調整し，まとめる能力が求められる．システムに要求される各

種の事項，時には互いに対立する要求事項を調整し，全体として満足すべき状態に

もたらす機能が必要である．また評価関数も単一ではなく，多属性で，多くの要求を

同時に満足する解を求めねばならない場合も多い．

�	 　人間を含むシステムがある．社会システムを始め，人間をそのなかに含むシステ

ムが多い．その際は人間の持つ特性，特に，あいまい性，不正確さ，きまぐれさ，な

どを考慮した取組みが不可欠である．人間工学の助けも必要としよう．
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図 �	
� システムの取り組み方

�	 　悪構造の問題が多い．人間を含む問題に関連し，その構造が明確でない場合が多

い．このようなモデル化の困難さに対する配慮も必要とする．

����� システム実現手順

　システム工学はシステムを計画し実現し，運用するまでの各段階において重要な働き

をする．これを眺めるため，システムの実現手段をここでは考えてみよう．図�	
に全体の

系統を示す．

まず計画段階から始める．

�	 実現しようとするシステムを分析し，その目標を定め，それを具体的に記述したシ

ステムの機能仕様の形で明確にする．

�	 つぎに，このような目標を達成できるかどうかを見極める必要があり，そのためには

システムのモデル化を行い，数学的な手法などを適用できるよう抽象化する．これ

に基づいての解析，代替案の検討，システムの最適化を行う．


	 これらの結果はシミュ－ションなどにより，所定の性能を満足できるか，あるいはコ

スト対性能比など，各方面からの評価を行う．これに成功すれば計画段階は終了し，

実現段階に移る．満足できない場合にはモデルの見直し，あるいは最初に戻り分析
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をやり直して機能仕様書の変更を行う．このようなサイクルの繰返しにより目標に

近付ける努力を重ねる．

つぎに実現段階であるが

�	 計画に基づいて具体的に製作仕様書を作成し，

�	 これに従って設計し，


	 さらに製造，試験，現地据付け，試運転を経て，

�	 運用段階に到達し，無事，システムを実現できることになる．この段階では寿命が

尽きるまで正常に運転することが求められる．

�	 運用の結果は性能，信頼性，保全性，運転費など各方面から評価を行い，

�	 それに従って，つぎの計画に反映させる．

　システム工学はこれらの各段階において重要な働きをする．つぎに，これを眺めてみよう．

����� システム実現上の問題点とシステム工学

　システムの実現過程においてシステム工学に期待されることを大別すると，次の３点

になる．図�	�にこれら問題点とその解決に用いられるシステム工学の手法との関係を示し

ている	

���システムの機能の定性的・定量的な把握：計画したシステムが所定の目的を達成でき

るか否かを判断するためには，その機能をできるだけ正確に把握する必要がある．しかし，

先に述べたようにシステムは多種多様であるため，機能の把握の方法もそれぞれにより異

なってくる．たとえば，動的システムの性能や安定性の把握のためには状態空間での解析

や安定性判定手法が必要になろう．社会システムのような多数の要素が互いに関連し合う

ものにはシステム・ダイナミックスの手法が用いられている．あるいは多数の要素より成

りランダム性のあるものでは統計的手法の主成分分析あるいはクラスタ分析などが有効で

ある．理論的なモデルが作れないものには経験や実データを基にしたモデルが必要であり，

-�./�-#* 0 ���"*' *1 .$�$ /$('&�(2�などがある．このほか，システムの信頼性や安

全性を確認するために，システム信頼性・安全性の解析手法も必要である．さらに，性能

を実地に検証する前に，コンピュ－タによるシミュレ－ションも有効な手法として各所で

用いられている．

���複数の要求を調整しつつ，最適な解を得る手段：システムに期待される事項には互

いに対立するものも多い．たとえば，最小の費用で最大の効果を出したい，最低のコスト

で最高の信頼性を得たい，最低の人員で最短期間に完成させたい，などがある．あるいは，
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図 �	�� システム実現上の問題点とシステム工学

各種の定数，パラメ－タを調整しつつ最適解を求める場合もある．このような目的には従

来より数理計画法の名のもとで線形計画法，動的計画法，ＰＥＲＴ，ＣＰＭ，などがある．

最近は生物の機能を模擬したニューラルネットワークや遺伝的アルゴリズムなども用いら

れている．さらに多目的最適化の手法もある．このほか建設費や保全費などを総合的に考

えるライフサイクル・コストの考え方も重要である．

�
�判断，評価，創造性など人間に関連した事項の取扱い：これに関してはＫＪ法，デル

ファイ法を始めとする創造性開発技法，合意形成技法，あるいはテクノロジ・アセスメン
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トなどが用いられている．さらに突発的な事故の際の対応のために，緊急時の人間行動や

マンマシン・インタ－フェイスもシステムが巨大になればなるほど重要となる．

本書の構成

　以上に述べた事項を中心に本書ではつぎの順序で説明している．

まず２章ではモデルの問題を取り上げ，その中でも数式モデルとして代表的な動的システ

ムのモデルについて説明の後，グラフモデル，ファジーモデルについて触れる．３章では

システム計画技法について述べる．まず発想，予測技法として代表的なＫＪ法，シナリオ

ライティング法について説明したのち，ライフサイクルコストについて考える．４章から

６章は最適化問題を扱い，線形計画法，動的計画法，勾配法，最近のニューラルネットワー

クや遺伝的アルゴリズムによる方法，および多目的最適化について説明している．７章で

はシステムの工程管理のための手法としてＰＥＲＴ，ＣＰＭについて述べる．８章ではシ

ステム信頼性，安全性に関して考える．信頼性を扱う際の基本的事項について説明の後，

代表的な手法であるＦＭＥＡ／ＣＡ，ＦＴＡについて触れる．

　演習問題

�	� 　システム工学の特徴を挙げよ．

�	� 　システムを構築する際，どのような点に配慮すべきか．

�	
 　システム実現上の問題点を挙げ，システム工学の役割を示せ．

�	� 　システムの階層構造と分散構造の特徴を比較せよ．

　 　　





　モデリングとシミュレーション

［概要」システム工学の第一歩としてモデリングが重要である．モデルを基に数学的な

解析を行なったり，シミュレーションによる性能の検証などを行なう．代表的なモデルで

ある数学モデル，グラフモデルおよびファジ－・モデルについて述べたのち，シミュレー

ションについて説明する．

概要

システム工学においてはシステムの持つ特性，構成要素の相互関係を問題とするので，

その検討のために，システムを数式で表したり，あるいは図，グラフにより視角的に表現

することが有効である．このようにシステムの持つ性質を抽出して，数式や図などに表現

したものがモデルであり，それを作成することをモデリング ��*'�&�(2 または �*'�&&�(2�

という．このようなモデリングを通してシステムの特性を解明し，問題の解決方法を探す

ことができる．さらに解決策を実地に実施する前の計算機シミュレ－ションによる事前の

性能検証の際にも，このモデリングは不可欠である．

モデルの内容はそれによる解析，シミュレ－ションなどの内容により変わり，ひとつの

システムにも各種のモデルが考えられる．その選択方法として特に定まったものはなく，

経験や前例に従うことが多い．モデルを大別すると数式モデルとグラフないし図的モデル

に分けられる．多くの場合，いずれのモデルで表すことも可能である．例えば動的システ

ムでは数式モデルとしては微分方程式，状態方程式，入出力方程式，伝達関数，周波数応

答などがあり，グラフモデルではブロック線図，シグナル・フロ－線図などがある．グラ

フモデルではそのほか，ネットワークモデル，マルコフモデル，フローモデルなどがある．

またあいまいな現象を対象にしたものにファジーモデルがある．

シミュレーションはシステムに適用する各種方式を検討したり，その性能を検証する際

に欠かせないものである．もちろん実際のシステムとは異なるので，多少の誤差は有り得

るので，それを認識の上，活用すれば有用な手段となる．

��
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動的システムの数式モデル

����� 微分方程式モデル

　微分方程式モデルは動的システムのモデルの基本であるが，数学的な取扱いが厄介な

こともあり，多くは以下の節で述べるモデルに変換して解析される．微分方程式モデルは

電気理論，物理法則，力学，化学反応式などをもとに，微分方程式としてモデル化したも

のである．集中定数系では線形ないし非線形の常微分方程式で表し，非線形の場合は動作

点の近傍で線形化して取扱うことが多い．また分布定数系は偏微分方程式で表されるが，

これも集中定数系あるいは，むだ時間による近似で扱われることが多い．

線形常微分方程式の場合は一般に次の形式で表される．ここで����は入力を，����は出

力を表す �式では時間 �を省略�．

��
���

���
3 ����

�����

�����
3 � � �3 ��

��

��
3 ��� 4

��
���

���
3 ����

�����

�����
3 � � �3 ��

��

��
3 ��� ��	��

����� 伝達関数モデル

微分方程式をラプラス変換により複素数のｓ領域に変換し，初期値を零として，出力と

入力との比をとったものが伝達関数 ��#$(�1�# 1 (%��*(�である．これはインパルス応答の

ラプラス変換でもある．実関数 ����のラプラス変換��	� はつぎの式により求める．

��	� 4 �5����6 4
� �

�

����
����� ��	��

伝達関数は通常，複素数	の有理式で表され，式 ��	��の微分方程式の場合の伝達関数

��	�はつぎの式になる．

��	� 4
� �	�


�	�
4

��	� 3 ����	
��� 3 � � �3 ��	 3 ��

��	� 3 ����	��� 3 � � �3 ��	3 ��
��	
�

ここで
�	�� � �	�はそれぞれ入力����7出力����のラプラス変換である（初期値 ���� 4 �

とする）．また入力，出力がベクトルの時は伝達関数は行列となり，伝達関数行列（��	� 4

� �	�
�	���）という．

ラプラス変換の特徴は微分，積分演算が掛算，割算などの代数演算で扱えることであり，

したがって伝達関数モデルでは代数的な方法で各種特性の解析ができる．

����� 周波数応答モデル

動的システムの周波数領域での特性を見るのに用いられるのが周波数応答で，微分方程

式のフ－リエ変換により求められる．伝達関数が求まっている場合には，	 4 ��と置くこ
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とにより簡単に求まる．周波数応答は周波数� 4 ����の正弦波入力を与えた時の出力と

入力との振幅比と位相差で示され，応答特性や安定の検討に使用される．あらゆる波形の

入力はフーリエ変換により各周波数の正弦波成分に分解できるので，各周波数の入力に対

する特性が判明すれば，その動作を予測できる．

周波数応答をグラフに表わしたものにボード線図がある．周波数に対するゲインと位相と

の関係を図示したもので，周波数には対数目盛，ゲインにも対数に変換したデシベル �'!�，

位相は角度が用いられる．安定特性の解析に使用され，特にゲイン１（すなわちゼロデシ

ベル）及び位相���度付近の特性が安定と関係が深い．

����� 状態変数モデル

　伝達関数では入力と出力との関係を中心に考えてきたが，システムの内部状態という

観点から見たのが，この状態変数モデルである．一般に内部状態を表す変数として�次元

の状態変数ベクトル

���� 4 5������ � � � � �����6� ��	��

を考えると，内部状態ベクトルの変化は次式で表わせる．

8���� 4 ����� 3����� ��	��

この式を状態方程式という．ここで7����は制御入力を表す �次元のベクトル，�，�はそれ

ぞれ �� �，�� �次元の行列である． 　出力ベクトル（または観測ベクトル）����は状態

変数ベクトル ���� にもとづくシステムの�次元の出力ベクトルで，つぎのとおり求まる．

���� 4 ����� ��	
�

この式を出力（または観測）方程式という．ここで�は�� �次元の行列となり，出力行

列（または観測行列）という．なおシステムの構造によっては出力 ����に制御入力�����

�� は �� �次元行列�が付加される場合もある．

以上をブロック線図に示したのが図�	�である．

つぎに伝達関数モデルとの関係を求める．まず式 ��	��をラプラス変換し，変形すると

�	� �����	� 4 ���3� 3� 
�	�

したがって

��	� 4 �	� ��������3� 3 �	� ������ 
�	� ��	��

この式にラプラス逆変換を適用すると，第２項は畳込み積分となり，

���� 4 9������3� 3

� �

�

9��� ��������� ��	��
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C
u(t) x(t) y(t)x(t)

.

1
sB

A

図 �	�� 連続系のブロック線図

ここで9���は状態推移行列 ���$�� �#$(����*( �$�#�:�といわれ，次式で求められる．

9��� 4 ����	� ����� 4 � 3��3
����

�;
3 � � �3 ����

�;
3 � � � ��	��

4 
�� ��	���

9���にはつぎの性質がある．

9��� 4 �

9��� � ���9��� � ��� 4 9��� � ���

9����� 4 9���� ��	���

　同様に式 ��	
�をラプラス逆変換し，式 ��	��の関係を代入し，����の初期値したがって

���3�を �とすると

� �	� 4 ���	� 4 ��	� ������ 
�	� ��	���

が得られ，伝達関数行列��	�は係数行列を用いて次式のように表わされる．

��	� 4 ��	� ������ ��	�
�

����� 入出力モデル

　システムの入出力のみに注目して，この両者間の関係を示したモデルが入出力モデル

であり，連続時間系でスカラーの入出力の場合は次式で表される．

���
��� 3 �����

����� 3 � � �3 ���
��� 3 ��� 4

������ 3 �����
����� 3 � � �3 ���

��� 3 ��� ��	���

ここで ����� ���� などはそれぞれの�次の時間微分を表わす．
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����� 離散系の状態変数モデル

計算機制御では一定のサンプリング時間�ごとのデ－タに基づいて制御する．このよう

な場合はシステムを離散系（離散時間系）として取扱う必要があるので，ここでは離散系

のモデルを求める．

時間の開始を �� とすると，式 ��	��より

���� 4 9��� �������� 3

� �

��

9��� ��������� ��	���

ここで，あるサンプリング時間での状態を表わす式を求めるために，サンプリング時間を

�とし， �� 4 ��� � 4 �� 3 ��� とすると

�5�� 3 ��� 6 4 9�� ����� � 3

� ������

��

95�� 3 ��� � � 6������� ��	�
�

　ここで制御入力 ���� は時間区間�� � � � �� 3 ��� で一定で，���� 4 ���� �とすると

�5�� 3 ��� 6 4 9�� ����� � 3��� ����� � ��	���

となる．この式が離散時間系の状態方程式である．ここで

��� � 4

� ������

��

95�� 3 ��� � � 6��� 4

� �

�

9�� � ����� ��	���

観測方程式は式 ��	
�より

���� � 4 ����� � ��	���

以上をまとめ，表記の簡略化のため時間�を省略して ���� �，���� �，���� � をそれぞれ

����，����，����と表し 7 また 9�� �，��� � も 9，� とすると

��� 3 �� 4 9���� 3����� ��	���

���� 4 ����� ��	���

これをブロック線図に示したのが図�	�である．

式 ��	��より，�が小さい場合は近似的に次式が成立する．

9�� � � � 3�� ��	���

��� � �
� �

�

5� 3��� � ��6��� 4 �� 3
�

�
�� ��� � �� ��	�
�
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G CZ
-1u(k) x(k+1) x(k) y(k)

Φ

図 �	�� 離散系のブロック線図

����� パルス伝達関数

離散時間系においては現象はサンプリング時間 � の間隔で観測されるので，����� ����

を入力，出力とした場合の入出力モデルは一般につぎの差分方程式 で表わされる．

����� � �� 3 ������� � �3 �� 3 � � �3 ����� � �� 3 ������ 4

����� ��� 3 ������� ��3 �� 3 � � �3 ����� � �� 3 ������ ��	���

ここで �� �（  は � � � など）は �� � � を表わす．�� � も同様．

つぎに，このような差分方程式を代数的に解くために，つぎのＺ変換を導入する．

! �"� 4 #5����6 4
��
���

����"�� ��	���

Ｚ変換の性質として，現象を時間�だけ遅らせることはｚ領域では "�� を乗ずることの

相当する．この意味で "�� を遅延演算子と呼んでいる．

����� ���� のＺ変換をそれぞれ � �"�� 
�"� で表わすと入出力式のＺ変換は

���"
�� 3 ����"

���� 3 � � �3 ��"
�� 3 ���� �"� 4

���"�� 3 ����"
���� 3 � � �3 ��"

�� 3 ���
�"� ��	�
�

となり，したがって

��"� 4
� �"�


�"�
4

��"�� 3 ����"
���� 3 � � �3 ��"

�� 3 ��
��	�� 3 ����"���� 3 � � �3 ��"�� 3 ��

��	���

この��"� をパルス伝達関数 と呼んでいる．連続系の伝達関数と同様に離散時間系の安定

性の解析などに利用されている．

����� 確率的システムのモデル

確率的システムの取扱いに多く用いられている状態変数モデルを例として示す．離散系

確率的システムの状態方程式は普通，次の式で表される．
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��� 3 �� 4 9���� 3����� 3 $��� ��	���

���� 4 %���� 3 &��� ��	���

ここで，�� �� �はそれぞれ �� ���次のベクトルである．$���，&���はそれぞれシステム雑音，

観測雑音を表し，正規性白色雑音である．それぞれの平均値と共分散行列は，$���に関して

は'�$���� 4 �� '�$��� � $� ���� 4 (Æ��� 7 &���に関しては'�&���� 4 �� '�&��� � &� ���� 4
)Æ��� である．なお7Æ���はクロネッカーのデルタである．すなわち

Æ��� 4 �  4 �において

4 �  �4 �において

����	 ブロック線図

ブロック線図はシステムの機能を構成要素とその間の信号の流れにより図示したもので

ある．構成要素の表示には通常，伝達関数が使用される．このような伝達関数を用いた表

示では，単なる表示のみならず図を使用して式の等価変換が可能であり，伝達関数に関す

る演算にも使用できる．まず，システムを構成する要素やサブシステムを矩形のブロック

で示し，その中に伝達関数を記入する．信号の流れは矢線，信号の引出し点と合流点 �加算

または減算�とにより示す．表�	�に示す変換公式が適用できる．

ブロック線図による表示の特長にはつぎのものがある．

１）システムを構成する各要素をつなげてシステムを構築することができる．

２）全体像を視覚的に把握できる．

３）変換公式を適用して，図を使用した計算により，各要素をまとめてより大きなサブ

システムとし，最終的には１つの伝達関数に簡単にまとめることができる．

�����
 シグナルフロ－線図

ブロック線図の場合とは逆に信号の流れを中心に示した図である．信号を節 �(*'��で，

信号間の関係を枝 �!#$(%"�で示す．枝はトランスミッタンス ��#$(�����$(%�� といい，そ

の横に関係を表す値を記入する．この値として動的システムでは伝達関数を用いる．シグ

ナルフロ－線図にも表 �	�に示す変換公式があり，これにより図的に等価変換を行い簡単

化できる． 　シグナルフロ－線図は動的システムのほか，静的システムに対しても使用で

きる．

������ 各数式モデル間の関係

これまで述べてきた各数式モデル間は相互に変換可能であり，それを示したのが図�	
で

ある．
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表 �	�� ブロック線図の変換公式

ｃ
Ｇ

Ｇ

ａ

ｂ

＋

＋

Ｇ
ａ ｂ

ｃ

Ｇ
ａ

ｂ

ｃ＋

＋

Ｇ

Ｇ

ａ ｂ

ｃ

Ｇ１＋Ｇ ２

ａ ｂ

Ｇ２Ｇ１

ａ ｂ Ｇ１

ａ ｂ
Ｇ２

ｂＧ１

Ｇ２

ａ ＋
＋

Ｇ

１＋ＧＨ

ａ ｂ

変換前 変換後

加算点の
移動

分岐点の
移動

並列

直列

フィード
バック

変換方法

Ｈ

ａ ＋ Ｇ
ｂ

-

������ モデルと解析

動的システムの特性について解析する際，それぞれの目的に最も適したモデルを選定す

る必要がある．動的システムの解析では特にフィードバック制御システムの研究が最も盛

んである．その詳細は制御関係の図書に譲り，ここでは解析内容とモデルとの関係につい

て簡単に説明する．

１）動的システムの構築：各要素を組み立てて動的システムを構築するする際は伝達関

数モデルとその図的表現であるブロック線図が適している．これらは入力と出力との関係

で示されており，かつ代数的演算が適用できるため，要素間を簡単に接続できる．さらに

ブロック線図の変換公式を利用して各要素を統合して１つの伝達関数にまとめることがで

きる．
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表 �	�� シグナルフロー線図の変換公式

変換前 変換後

加算点の
移動

分岐点の
移動

並列

直列

フィード
バック

変換方法

自己ループ

ａ

ｂ

ｃｇ ｇ

ｇ

ａ

ｂ

ｃｇ

ａ ｂ

ｃ

ｇ ｇ ａ ｂ

ｃ

ｇ ｇ

ａ ｂ ａ ｂ
ｇ

ａ ｂ ａ ｂｇ ｇ ｇ ｇ

ａ ｂ ａ ｂ
ｇ

ｈ

ｇ
１ーｇｈ

ａ ｂ ａ ｂ１ １

ｇ

１
１ーｇ

１ ２

３

１

１ ２

ｇ３

２

ｇｇ１ 3

１

ｇ２

１ ２ １ ２

ｇ ｇ3 ２

ｇ２

ｇ２ｇ＋１

１

２）安定性の解析：フィードバック制御系の解析の中心は安定性の解析であり，多くの

研究がなされてきた．

	 最も昔から愛用され，現在もまだ現場で使用されているのが周波数モデルによる安
定性の解析である．あらゆる入力はフーリエ変換により各周波数成分に分解できる

ので，各周波数に対する安定性を解析することにより，システム全体の安定性を知る

ことができる．オープンループの周波数特性より求めたゲイン余有と位相余有が指

標として用いられている．最近は %� ノルムを指標として用いた方法も行なわれて
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微分方程式
状態方程式

伝達関数 周波数応答

離散時間系

連続時関系

時間領域 時間領域 S領域 周波数領域

ラプラス
変換

Z変換

差分方程式 パルス伝達
関数

離散値化

ボード線図
ナイキスト線図入出力式

入出力式

状態方程式

s = j ω

z = e
sT

Z領域

図 �	
� 数式モデル間の変換

いる．

	 伝達関数の代数的性質，特にオープンループ伝達関数の根の存在領域による安定性
解析 �根軌跡法，極配置法�などがある．最近は伝達関数の代数的性質に基づく方法

が研究されている．

	 状態方程式モデルの係数行列間の性質，可制御性，可観測性に基づいての安定性解
析も行なわれている．

３）応答特性：過渡応答を始め各種入力に対するシステムの応答特性の解析には最終的

にはコンピュータによるシミュレーションが必要となる．そのためには状態値を逐次的に

計算できる状態変数モデルが適している．しかしコンピュータは離散時間系であるので離

散時間系で扱う必要があり，連続系の解析の場合は適当なサンプリング時間を定めてモデ

ルを離散時間系に変換して，離散時間系の状態方程式モデルを適用する．

グラフモデル

システム工学では各要素間の情報，信号の伝達を扱うことが多い．このようなシステム

の表現方法としてグラフが適している．グラフの優れた点としては

�	 図による表示により，システムが視覚化され、解決策の検討において発想を豊かにで

きる．

�	 グラフは行列との折合いがよく，グラフの内容を行列で表すことが容易であり，行列

演算を用いて各種の解析ができる．
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　グラフは節点 �または頂点�の集合と，枝 �または辺�とも呼ぶ頂点との対からなる集合か

ら構成される．各種の形態があり，その取扱いは一通りではない．まずグラフのひとつにツ

リ－ ��#��，木�がある．これはル－プのないグラフの総称で，事故樹解析 �ＦＴＡ�などに

用いられている．ツリ－の一種のバイナリツリ－ �二分木�は常に二つに枝分れするツリ－

で，イベント・ツリ－解析 �ＥＴＡ�などに使用される．

グラフには枝の向きを考慮した有向グラフと，向きを考慮しない無向グラフがある．シ

ステム工学では情報の流れを問題にするので，ほとんどは有向グラフが用いられる．前節

で有向グラフの一種であるブロック線図やシグナルフロ－線図について述べたので，ここ

では他の例としてネットワ－クモデルとマルコフモデルについて述べる．

����� 有向グラフによるネットワ－クモデル

最初に有向グラフ �ダイグラフ，'�2#$0"� に関するいくつかの定義を簡単に述べておく．

まず，グラフの連結に関して，グラフ内の任意の１点から他の任意の１点に枝の方向に，た

どって行ける場合に強連結 であるという．また任意の２点間で一方向にのみ，たどれると

きに片方向連結であるといい，さらに，方向を無視して任意の２点間がつながっている場

合に弱連結であるという．したがって，強連結なら片方向連結であり，片方向連結なら弱

連結である．また２節点  � �間で，節点  から節点 �にたどれるときに，節点 �は節点  から

可到達 であるという．

つぎに，有向グラフを行列により表示する方法について述べる．いま�個の節点を持つ

有向グラフがあるとして，この節点間の接続を表す行列として以下にに示す�� �正方行

列を考える． 番目の節点から �番目の節点に向かう枝が存在するとき，この行列の � � ��

要素を �とし，存在しないとき�とする．これにより�と �よりなる行列，すなわちバイナ

リ－行列が得られる．この行列を隣接行列という．一例として図�	�に示す有向グラフの隣

接行列を求めると，つぎのとおりになる．

� 4

�
��������

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

�
��������

このような隣接行列を�として，� �� 4 ��� �� �� 4 ��を求めてみる．この場合の積

の演算子“ �“はブ－ル代数演算則に基づく行列の積を表す．�，�，�を �� �の正方バイ

ナリ－行列とすると，�，�のブ－ル積� 4 � � �はつぎのとおりになる．

��	� 4
�
�

���	� 
 ��	�� ��	
��
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１

２

３ ５

４

図 �	�� 有向グラフの例

こうして求めた��および ��は各節点より枝を２回および３回たどって到達できる節点の

有無を示している．図�	�の有向グラフでこれら行列を求めてみるとつぎのようになる．
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� � � � �
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例えば����� 
�は �であり，これは図 �	�をみると分かるように節点�から 
へ �<�，�<


の２つの枝をたどって行けることを示している．もちろん，枝�<
により１回でも行ける

が，これは関係ない．

次に�に単位行列 �をブール代数的に加えた行列，� 4 �3 �，を考え，� �� � �を求める

と，それぞれ �回および 
回までに，たどれるすべての節点を示している（各節点にとどま

ることも含め）．何故なら，例えば � � 4 ��3��3�3 � の各項は順番に３回，２回，１

回でたどれるか否かを示しており，� はその位置にとどまることを示しているからである．

したがって���� 4 �� 4 ) を満足する行列)を求めると，その各要素は行番号の節点

から列番号の節点に到達可能か否かを示している．つまり，Ｒの � � ��要素が �ならば節点

 から節点 �にたどれることを意味している．また，この式は �回までたどれば，それ以

上たどる回数を増やしても状況は変化しないことを示している．なお節点の数を �とする

と，最大�回たどるとすでにたどった節点になるので，� * � である．こうして求めた行

列Ｒを可到達行列 �#�$%"$!�&��� �$�#�:）という．)をみることによりグラフのいろいろな

性質が明らかになる．例えば，)の全要素が �の場合は，すべての節点間が互いに可到達

であることを意味するので，強連結グラフであることが分る．図�	�で可到達行列を求める

と，つぎのとおりになる �� 4 ��．
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図 �	�� 状態遷移グラフ
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����� マルコフモデル

現在の状態が有限回の過去までの状態のみの影響を受け，それ以前の状態の影響は受け

ないような変化過程をマルコフ過程といい，このようなモデルをマルコフモデル という．

特に一つ前の状態のみに支配されるものを単純マルコフという．ここでは単純マルコフ過

程をとりあげる．特に断らない限りマルコフ過程とは単純マルコフ過程を意味する． 　い

ま，(個の状態，	�� � � � � 	�よりなるマルコフ過程を考え，状態	�より状態	�に移る確率を

+��とする．この時つぎの関係が成立する．

��
���

+�� 4 ����  4 �� � � � � � ��	
��

なぜなら現在の状態 	� からはつぎの時点では 	�� � � � � 	� 中の一つの状態に必ず移るから
である．このような確率を遷移確率 ��#$(����*( 0#*!$!�&���� という．マルコフモデルは図

�	�に示す有向グラフで表わすことができる．これを状態遷移グラフ という．

ここで簡単なマルコフモデルの例としてランダムウオーク 取り上げ，どのように利用さ

れるかをみてみる．いま，幅�
�の道路があり，そこを人が左右によろめきながら歩いて

いるとする．よろめきの状況は，毎分��だけ左によろめく確率が �	�，右によろめく確率

が �	
，その場所にとどまる確率が �	�であり，かつ道の両端に来ると溝に落ちてその位置

に留まり戻れなくなるとする．ここではこのように１分間隔の離散的な事象として考える．
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1 2 3 4 5

 道路

溝溝

４m ４m ４m ４m

１６m

図 �	
� よろめきの状態

1

0.5

0.3 0.3 0.3

10.20.20.2

0.5 0.5

図 �	�� よろめきの状態遷移グラフ

この場合図�	
に示すように �つの位置で考えることができる．この状況を状態遷移グラフ

で表すと図�	�になる．このグラフを基につぎのような行列 + を考える．

+ 4 　
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この行列の要素 +� � �� は位置  より 位置 � への遷移確率を表わしている．このように遷

移確率により構成した行列 + を遷移行列 ��#$(����*( �$�#�:� という．式（�	
�）の関係よ

りこの行列の各行要素の和は �	�になる．

つぎにこの人の位置の変化を遷移確率を基に求めてみる．位置としては �つあるので，あ

る時点でそれぞれの位置にある確率を考え，つぎの横ベクトルで表す．

���� 4 5������ ������ ������ �	���� �
���6

ここで � は �分後を示し，���� の各要素はその時刻にそれぞれの位置にいる確率を表して

いる．初期状態を道路の中央部とすると ���� 4 5�� �� �� �� �6となるので，�分後に各状態

にいる確率 ���� は遷移確率を使用して，つぎの式で求めることができる．
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表 �	
� ランダウオークの経過

時間+=（分） ����� ����� ����� �	��� �
���

� �	� �	� �	� �	� �	�

� �	� �	� �	� �	
 �	�

� �	�� �	� �	
� �	�� �	��


 �	
� �	�� �	��� �	��
 �	��


� �	��� �	�

 �	�
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 �	��� �	��� �	�
� �	���

�� �	
�
 �	��� �	��� �	��� �	���

�� �	�

 �	��� �	��� �	��� �	�
�

���� 4 ���� + ��	

�

また２分後の確率 ����は同様にして次式で求められる．

���� 4 ���� + 4 ���� +� ��	
��

これを順次繰り返すことにより �分後での各位置にいる確率は

���� 4 ���� +� ��	
��

となる．計算の結果の一例を表 �	
に示す．２０分後にほとんど，いずれかの溝に落ちて

しまっていることが分かり，それぞれにいる確率も示されている．以上の例に示したよう

にマルコフモデルによる解析は確率的に発生する事象の取扱いに適しており，後述のシス

テム信頼性の解析における冗長系の解析にも使用している．

����� フローモデル

ここではフローモデルの代表としてシステムダイナミックスに使用されているフローダイ

ヤグラムを取り上げて述べる．システムダイナミックス ��.7 ������ .�($��%��はローマ

クラブが「成長の限界」5��6の本の中で発表した世界の各種経済社会活動の結果や環境への

影響のシミュレーションに採用された方式として一躍有名になった．社会における諸活動は

物，金，設備，人，情報などの流れから成り立っており，その間に相互関係があり，フィー

ドバックがなされて変化して行く．システムダイナミックスではこの考えの基にフローダ

イヤグラムを用いて相互関係を表示し，それをシミュレーション言語 .>?��@�.>?��%

�@'�&� を用いてシミュレーションを行なっている 5��6．

ここで使用されているフローダイヤグラムはグラフの一種であり，図�	� に示す各種記

号を用いてシステムの相互関係を表示する．まず，フローは物，資本設備，人，情報，金
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a) フロー

L

b) レベル

R

c) レイト

A

L

d) パラメータ e) 補助変数

f) 遅れ
h) シンクg) ソース

初期値

物

資本設備

人

情報

$$$$金

図 �	�� フローダイヤグラム用記号

などの流れを示すもので，図に示す以外にも各種の記号が使用されている．システムの状

態を表わす状態変数にはレベルを使用する．レイトはフローの流れを制御するバルブのよ

うなものである．パラメータは各種の設定（所期値を含む）のための信号を提供する．補

助変数は変数の符号を変えたり，加算したりして新たな変数を作るのに使用される．遅れ

は１次遅れ要素で，これを複数組み合わせて高次の遅れも作ることができる．ソースとシ

ンクはそれぞれ外部からの入力と外部への出力を表わす．

図�	�にフローダイヤグラムの１例を示す．$�は１次の正のフィードバックを示す．フ

ローがレベルに送り込まれ，その蓄積すなわち積分値が正のフィードバックとしてレイト

に送られている．これは，例えば人口が出生率をパラメータに正のフィードバックが行な

われている様の表現に使用できる．

また，!�は２次の負のフィードバックを示している．レイト２個を使用して２次の遅れ

を作っている．補助変数�は負のフィードバックを作るために符号の変換に使用されてい

る．世界の資本，設備，金，物，人などの動きは相互に正または負のフィードバックをと

おして影響し合っているので，これらを組み合わせてその関係を明らかにできる．

こうして作られたモデルをもとにシミュレーション言語.>?��@に移し替えてシミュ

レーションを行なっている．このようなプログラムとして必ずしも.>?��@を使用する

必要はなく，他の言語で作成することもできる．すでにA���B言語で作成した例が発表さ

れている 5��6．
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R

L L

R1

G

R2A

a) １次の正の
フィードバック

b) ２次の負の
フィードバック

図 �	�� フローダイヤグラムの例

あいまい集合
ｘ＝(ｘ)

メンバーシップ
　空間　Ｍ

ｘー＞ Ｍへの

射影＝ μ  (ｘ) 
Ａ

図 �	��� ファジー集合

ファジーモデル

人間の判断や社会システムなどでは従来の �7�の二値論理で割切れないものが多い．例え

ば，青年という集合を考えてみたとき，年齢 
�歳はこの中に入るかどうかと問われると，

いずれともいい難い．このような場合，集合に入るか，入らぬかとの二値ではなく，その

中間的な状態を認めることが考えられる．このような集合をファジー �1 ))�，あいまい�集

合という．そして，その集合に属する程度を表すものとして，�から �の間の値をとるメン

バーシップ関数 ����!�#�"�0 1 (%��*(� を定義する．その関係を図�	��に示す．ファジー

論理はこのファジー集合間の関係を規定するもので，メンバーシップ関数を用いてつぎの

ように定義する．

　包含 　 � � � �
 ,���� � ,
��� ��	

�

　等値 　 � 4 � �
 ,���� 4 ,
��� ��	
��

　補集合 C� �
 , ����� 4 �� ,���� ��	
��

　和 　　 � 4 � �� �
 ,���� 4 �$:5,����� ,
���6 ��	
��
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和集合の
メンバーシップ関数

積集合の
メンバーシップ関数

図 �	��� ファジー演算

　積 　　 � 4 � 
 � �
 ,���� 4 ��(5,����� ,
���6 ��	���

この内，和集合と積集合の関係を図示したのが図�	��である。ここでメンバーシップ関数

値 ,����� ,���� などは，いずれも � と � との間の値 5�� �6 を取る．包含関係を例にとる

と，ファジー集合� が集合 � に含まれるとは� のメンバーシップ関数値,���� が � の

メンバーシップ値 ,
���以下であることと定義している．このようにファジー集合ではそ

の間の関係をメンバーシップ関数値の大小関係と補数関係で表わしている．

ファジーモデルの１例として，故障診断 に用いられる因果モデルを考えてみる．まず，

原因と症状との関係をつぎのとおり仮定する．

�	 原因がなければ症状は現れない．

�	 １つの原因にはそれに関連したすべての症状が現れる．


	 １つの症状はそれに関連した多くの原因のうちの１つが生じても現れる．

�	 ２つ以上の原因が同時に起こった場合，症状は個々の原因がもたらす症状の最大値で

決まる．

この仮定の基で故障の因果関係を以下のおりモデル化する．いま，�個の事故と (個の症

状があるとして，つぎのファジー集合，�，�を考える．

� 4 ��� �  4 �� � � � ���

� 4 ��� � � 4 �� � � � � ��

これらの原因と症状のメンバーシップ関数,
	�� ,�	�をつぎのとおり 5�� �6 間の値に定める．

,
	� � �� � 5�� �6 4 �� � � � ��
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,�	� � �� � 5�� �6 4 �� � � � � �

原因群のメンバーシップ関数を要素とするベクトルを �で表し，同様に症状のメンバーシッ

プ関数のベクトルを � で表わす．つぎに各原因が各症状に与える影響の程度を表わすファ

ジー関数を考え，それらのメンバーシップ関数を要素とする行列を)とする．これらを用

いて先に仮定した因果関係はつぎのとおりモデル化できる．

� �) 4 � ��	���

この演算子“ � ”の意味は
	
�

��� � ���� 4 �� �  4 �� � � � ��� � 4 �� � � � � � ��	���

但し


は最大，

�
は最小を意味する．式 ��	���の逆演算を行えばファジー関係)と症状�

とより事故原因を求めることができる．この逆演算はかなり複雑になりこの本の範囲を越

えるので，詳細は文献 5�
6に譲る．

シミュレーション

システムを計画する際に，どのような方式を適用したらよいか，適用すべき方式につい

ていくつかの候補がある場合はどれを採用すべきか，さらに方式が決定した場合に所期の

性能が期待できるか，などの色々な場面でシミュレーションが行なわれる．一般に性能の

確認には数式などを用いた解析で求めることもできるが，システム工学で扱うような複雑

な問題の解析では限界があり，多くはシミュレーションに頼ることになる．

シミュレーションにはかっては実時間性に優れ，操作が簡単なアナログ計算機によるア

ナログシミュレーションが用いられたが，精度，プログラムの再利用性などに難点があり，

今日ではほとんど使用されず，デジタル計算機によるデジタルシミュレーションが適用さ

れている．したがってここではデジタルシミュレーションを対象にして述べる．

まずシミュレーションの利点を考えてみると次のようなものがある．

　１）実システムにおける実験などに比較し，費用，時間，人手が少なくてすむ．

　２）時間の領域を変更でき，時間を短縮したり，伸ばしたりできる．年単位の現象を秒

単位に実行したり，逆に１秒以下の短い現象を時間を伸ばして観測しやすくできる．

　３）パラメータの範囲を大きく変えて，各種の状態でテストできる．

　４）安全問題における事故など，現実には不可能な現象をテストできる．

　５）乱数や雑音を含む確率システムの検証はシミュレーション以外は不可能である．

このような利点がある一方，取扱いを誤ると現実とは異なった状況を作りだし，その結

果間違った結論を得る危険性もあるので，注意が必要である．シミュレーションを実施す

るに当たって注意すべき点としては次のものがある．




� �� モデリングとシミュレーション

　１）モデルの適切な選定．シミュレーションの目的に合ったモデルを選定する必要があ

る．実際のシステムを忠実に再現したモデルが最良とは限らない．そのようなモデルでは

場合によってはシミュレーションに多大の時間が掛かることも有り得る．

　２）モデルには程度の差はあるが，近似化がなされている．例えば，非線形システムの

線形化，システム次数の低下や一部のパラメータの無視などがある．これがシミュレーショ

ンの結果に如何に影響するかを予想して対策を立てて置く必要がある．

　３）デジタル計算機では離散的に計算が行なわれるので，連続現象のシミュレーションで

は連続システムとしてシミュレーションできるように数学的な変換を行なうか，あるいは

離散時間化して扱う必要がある．後者の場合，離散時間を如何に選定するかの検討を大事

であり，特に確率的な現象の場合に注意が必要である．また使用している乱数系列が果た

して本当に乱数として働いているかなど，その性質にまで配慮する必要がある場合がある．

さて，実際にシミュレーションを行なうときの手段について考えてみよう．方法として

は次のようなものがある．

　１）比較的簡単な場合はシミュレーションに適した計算機言語を使用して行なう．例え

ば，�$�"��$��%$7 ��.DB�などの数式処理言語を使用して直接，数式を実行する．また

行列演算の場合は ���E�Aが適している．���E�A にはプログラムパッケージとして

各種のツールボックスが揃っているので，それが利用できる．

　２）シミュレーション用として開発された各種のシミュレーション言語を利用する．例

えば，離散系のシミュレーションでは -����待ち行列を含むモデル用�や ����B�����経

営の意志決定用�など．また，連続系では B����動的システム用�や.>?��@�経済，資

源，エネルギーなどのフィードバック機能をもつシステム用�などがある．

　３）その他は目的に応じて作成する．

いずれを採用するかはシミュレーションの目的，規模，内容に応じて決定すればよい．

　演習問題

�	� 　数式モデルとグラフモデルの長短を比較してみよ．

�	� 　つぎの行列で表される有向グラフを図で示し，可到達行列を求めよ．
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 　本文のランダムウオーク問題で最初の位置が道路の中央ではなく左側，すなわち

���� 4 5�� �� �� �� �6のときの �7 �7 
7 �7 �7 ��7 ��分後の各位置にいる確率を求めよ．

�	� 　つぎのランダムウオークの問題に答えよ．



���� シミュレーション 
�

幅��の道路があり，そこに人が左右によろめきながら歩いている．中央では毎分��だけ

左によろめく確率が �	�，右によろめく確率が �	�，その位置にいる確率が �	�とし，両端

では ��戻る確率が �	
，その位置にいる確率が �	�とする．なお，道路上の位置としては

中央，左および右端の３個所とする．

��状態遷移グラフを作成せよ．

��遷移確率を求めよ．


�最初に中央にいたとして �7 �7 
7 ��分後の中央，左端，右端にいる確率を求めよ． 　

　　 　





　システムの計画技法

［概要］ 　システムの計画に使用される各種の技法について説明する．先ずＫＪ法，シ

ナリオ・ライティング，デルファイ法などの発想・予測技法，システム評価技法，そして

最後にテロテクノロジ－ついて述べる．

発想・予測技法

����� ＫＪ法

　川喜田二郎氏により発想法として開発された技法であり，システムの分析などにも有

効な方法である 5�6．システムには構造が明確でない，いわゆる悪構造のものが多い．こ

のような対象での問題点の発見，分析には通常の論理的な方法とは異なった方式，例えば，

ここで説明するＫＪ法が有効である．

　ＫＪ法はつぎのステップで進められる．

�	 情報の収集：自由な発想のもとで，考えられるすべての情報を集め，簡潔ではあるが

あまり抽象化し過ぎない表現で，１件１葉のカ－ドに記入する．ブレ－ンスト－ミ

ング などにより，できるだけ多く集めるのが重要である．ブレーンストーミングは

	 他の人のアイデアは批判しない．
	 他の人のアイデアをさらに発展させるのがよい．
	 短時間でできるだけ多くのアイデアを出す．

などのルールに基づき１０人内外の人々でアイデアを出し合う方法である．

�	 グル－プ化：上記により作成したカ－ドをテ－ブル上に広げ，それを眺めつつ互いに

似たもの，親近感のありそうなもの同士を一つにまとめてゆく．このまとめ方は論理

的ではない点が重要であり，こうして発想をうながす．まとめ方も小分けから大分け

に進むのが大切である．こうしてグル－プ化したものに１行見出だしをつける．な

お，すべてをグループ化する必要はなく，グループ化できないものはそのまま残して

置く．このような離れ小島になったものも新しいアイデアを生む上で大切であると言

われている．
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発散

自由な発想

収束

 (1)似たもの同士のグルーピング 
 (2) グラフによる関係表示

図 
	�� ＫＪ法の考え方


	 図解：グル－プ化したカ－ドを大きな白紙のうえに配置し，グル－プ同士は輪で囲

んだり，関係のあるものの間は線で結ぶなどして図で表す．

�	 文章化：図解したものをもとに文章にまとめる．

　この方法は図
	�に示すように大きく分けて二段階より成立っている．最初が発散段階

で，できるだけ広く，自由な発想のもとで情報を集める．第二段階は収束段階で，ここで

はグル－プ化による整理と相互関係の図による視角化が行われる．このグル－プ化の際に

も自由な発想を働かせている．図
	�に一例として就職先選定に関して考えるべきことをＫ

Ｊ法でまとめたものを示す．

近年，この方法をコンピュータ上に実現して発想支援システムとして利用する研究が進

んでいる．カードの作成，グループ化などもＣＲＴ画面上で簡単に行なうことができる．

発想のためには全部のカードを見渡せることが大事であり，そのためには大型画面が必要

となるが，これが可能となりつつあり，今後に期待できる．

����� シナリオライティング

将来の予測を文章により記述する手法で，ハ－マン・カ－ン氏が紀元２０００年のシナ

リオで使用して有名になった．シナリオを書く際，現在からの類推とともに，今後予想さ

れる科学・技術や社会情勢の変化などを考え，筋道の立ったひとつの物語としてまとめる．

文章化する過程で論理的に練られ，整合性を確認するなどが行われ，さらに，その結果が
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同窓会名簿を調べる

自分の特技は何か

自分のやりたい
ことは何か

勤務地の希望は

給与の希望は

自分の希望と特徴を
明らかにする

成長性があるか

新製品を出しているか

世間の評判は

昇進が見込めるか

海外に進出しているか

会社の状況を調べる

募集要項を読む

会社のホームページを読む

会社のパンフレットをみる

資料を見る

業界新聞を読む

業界誌を読む

技術雑誌を読む

雑誌を読む

社内の雰囲気はよいか

人事は公平か 給与は高いか

関連会社の状況は

会社の内情を知る

友人の意見を聞くその会社にいる先輩に聞く

先生に聞く
就職課の職員に聞く

親の意見を聞く
先輩に電話で聞く

人の意見を聞く

自分のホームページを作る

面接の準備をする

自分のPR

会社訪問をする

会社説明会に出席する

先輩に会う

行動する

技術の動向を掴む

本を読む

展示会などに行く

テレビを見る

図 
	�� 就職先選定の図解（ＫＪ法）

シナリオとしてイメ－ジ化されるので強力な説得力を持つ．時にはシナリオは一つだけで

はなく，いくつかの情勢の変化を折込んだ複数のシナリオを作ることもできるなどの融通

性もある．いずれにしても文書を用いるので画一的ではなく，問題に応じて自由に記述で

きるのも強みである．





 �� システムの計画技法

専門家への
アンケート

収束した
アンケート

アンケート結果の
整理と提示

図 
	
� デルファイ法

����� デルファイ法

多数の専門家により将来を予測する方法であり，通常のアンケート法にブレ－ンスト－

ミングの長所を取入れたものといえよう．図
	
に示すように，先ず多数の専門家に同一の

アンケートを行い，その結果を整理する．つぎに，その結果を呈示してそれを参考にして

貰いながら，再び同じアンケ－トの回答を求める．これを数回繰返すことにより，最終的

な収束した結果を得る方法である．

この方法の長所は，回答結果のフィ－ドバックにより，他の専門家の意見を取入れたり，

自説の不十分なところを補ったり，あるいは，気付かなかった点を教えられる，などによ

り修正が行われることであり，さらに，会議方式などで陥りがちな，権威者の意見に引き

ずられることや自説への固執をなくして自由に意見を出せること，などが挙げられている．

将来の予測のようなアンケ－トでは最初は意見のばらつきが大きいが，アンケートを繰り

返すことにより，やがて意見がかなり一致し，参加者の納得も得やすい．一方，この方法

の短所は何回もアンケートをしなければならないため時間と費用が掛かることであり，そ

れを考慮しても効果のある場合に適している．

評価技法

����� 一対比較

　評価においてはいくつかの代替案の中から最適なものを選択することが行われる．こ

のように多くの代案の中から一つの案を選ぶ場合，各種の評価尺度があり，なかなか選び

難い．一般に，３個以上から１個を選んだり，あるいは順序づけるのは互いに目移りして

難しいが，２個のものから１個を選ぶのは比較的易しい．従って，この性質を利用し，多
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バイナリー
モデル作成

一対比較の
結果を入力

多階層方向
グラフ

提示

図 
	�� ���手法の流れ

数のものから１個を選んだり，あるいは順序づけをする場合に，これを２個のものから１

個の選択することの組合わせに変えることにより，円滑に行わせようというのが，この一

対比較の考え方である．構造の明確でない複雑な社会問題などを扱う際にはこのような方

法が必要になる．

一対比較の組合わせによる構造化を支援して，この作業を円滑にさせるものとして，バッ

テル・コロンバス研究所で開発された，ＩＳＭ手法（�(��#0#����� ��# %� #$& �*'�&�(2�が

ある．このＩＳＭ手法はグラフ理論をもとに作られたもので，コンピュ－タより次々に２

つの要素間の比較が質問されるので，一対比較の結果を入力することにより，各要素間の

構造を方向性グラフとして構築してゆく．これにより不必要な質問をなくすことができる．

その結果，全体の構造がグラフとして図示されるので，それにより，さらに検討ができる．

これらの過程を図
	�に示す．

つぎに簡単に数学的な背景を説明する．いま対象とするシステムが �個の要素より成立っ

ているとし．その�個の要素よりなる集合-を考える．-の中の２個の要素 	�，	�間に２項

関係)が成立つとして，それを

��)�� �
	��

で表す．例えば )が“好み“の関係を表す場合，要素 	�より 	� の方が好ましいというのを

上記の通りに表せる．ここで一つの前提として推移律が成立するものとする．これは任意

の３要素 　	�，	�，	�の間で

��)��および��)�� 
 ��)�� �
	��

を意味している．

グラフ理論を用いると，これらの関係は要素を頂点に，関係を辺にした有向グラフで表せ，

さらに行列で表すこともできる．集合Ｓの要素数に等しい行数と列数の正方行列�を考え，

要素 	�� 	� 間に関係)が成立すれば �の要素���	� 4 �とし，成立しない場合は ��	� 4 �と

する．

まず，次式を満たす行列，すなわち可到達行列� を求める．
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�� 3 ����� 4 �� 3 ��� 4 � �
	
�

ここで �は単位行列を表す．

つぎに行列�から多階層方向性グラフを求める方法を述べる．まず最初につぎの集合を

定義する．

)� 4 �	� � - � ��	� 4 ���  4 �� �� � � � � � �
	��

�� 4 �	� � - � ��	� 4 ���  4 �� �� � � � � � �
	��

ここで集合)�は要素 	�から到達できる，自分自身を含むすべての要素から成り立っており，

行列 � の  行より求めることができる．集合��は要素 	�に到達できる，自分自身を含む

すべての要素から成立っており，行列 � の  列より求められる．

つぎに )�と��のブ－ル積)� 
 ��を作り，

)� 
 �� 4 )� �
	
�

を満足する要素 	�の集合を考えると，これは他のどの要素にも到達できない要素，すなわ

ちトップの要素であることが分る．

つぎに，行列�からトップの要素に相当する行と列を除いたのち，以上の計算を行うと

トップから２番目の要素が得られる．これを繰返すことにより，全要素の順序付けができ

る．一例として図
	�に示すグラフについて計算すると�� �は次式のとおりになり，� よ

り求めた表
	�に 式（
	
）を適用することによりトップが要素�であることが分る．
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以上に述べたように一対比較法は推移律が成立するとの前提の基に作られている．一般

に多数の評価尺度をもつものに対し推移律を期待するのは難しい場合が多く，この方法の

適用を困難にしている．ＩＳＭ法では推移律が成り立つものとしてコンピュータ内の処理

を行ない，その結果により質問を出しているので，このような問題は生じない．

����� マトリックス法

多数の代替案から選択する方法として一般に使用されているものにマトリックス法があ

る．代替案を評価すべき項目をあらかじめ定め，代替案とともに表
	�を作成し，各欄に
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１

２

３

４

図 
	�� グラフの例

表 
	�� 計算結果

-� )� �� )� 
 ��

� � 
 � � � �

� � � 
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 � � � 
 


� � � � 
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表 
	�� マトリックス法

評価値

項目１ 項目２ 項目３ 項目４ 合計

代替案１

代替案２

代替案３

評価値を記入してゆく．そして全評価値の合計値の高いものを採用する方法である．評価

値の決め方としては評価項目の重要性をどのように考慮するかによりつぎの二つの方法が

ある．

�	 方法１ � 評価値自体に評価項目の重要性を反映させ，重要な項目ほど評価値を高く

設定する．重みを考慮しながら自由に設定できる利点がある．

�	 方法２ � 各項目の評価値は同一基準（例えば 5�� �6）で定める．別に各項目ごとに重

要度に応じた重みを設定し，これを用いて合計値を重み付き加算で求める方法であ

る．重みの設定により採用される代替案が異なってくるので，しばしば重みを変え
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てみることが行なわれる．この際，重みにより表を作り直さなくてすむ利点がある．

いずれの方法でも各項目の評価値や重みは代替案の採用に大きく影響し，かつ評価者の意

向に基づくので，会議などでは参加者の合議で決めて行く場合が多い．

����� デシジョンツリ－

　意思決定は多くの場合，不確実な事実に基づいて行わねばならない．この際，できる

だけ利益を大きく，危険や負担を小さくするように決定するのが合理的であろう．このよ

うな考えに基づいて，不確実な事象に対して生起確率を予想し，価値の期待値を求めて，

常に期待値の大きい方を採用するよう意思決定する統計・確率的な方法がこのデシジョン

ツリ－である．

デシジョンツリ－の一例を図
	
に示す．これはある商品を「一旦，試作してから商品化

するか」，あるいは「試作なしに商品とするか」の意思決定の例である．後者の場合は試

作費は助かるが，失敗した場合の損失は大きくなる．図において四角は意思決定を示し諾

否により二つに枝分れしており，丸印は確率的な事象を示し推定確率値により同じく二つ

に枝分れしている．ツリ－の末端（図の右端）の数値は最終段階の価値を示し，マイナス

はそれだけの損失を生じることを意味する．この例では試作費と失敗した商品の費用がマ

イナス要因となっている．

意思決定の手順としてはツリ－の末端より頂点に向かってたどり，意思決定では期待値

の多きい方を採用する．先ずB点での期待値を，確率値をもとに計算すると �億����万

円��	� － 
���万円��	� ＝－ ����万円となる．したがって，意思決定点�ではこの金額

と一方の案「商品化を中止」の価値 　－ 
���万円（実際は損失）と比較して，その大きい

方（損失の少ない方）の「試作をする」案を採用する．したがってこの点での期待値は－

����万円になる．以下括弧（）の中に 期待値を示す．つぎの �点では期待値は前と同様

に計算すると �億�
��万円（�億円��	
－ ����万円� �	�）となる．一方，A点の期待値

は �億
���万円（�億����万円��	�－ ����万円��	
）となるので意志決定点�での意思

決定は「試作をする」案を採用することになる．こうして意志決定の手順が求められる．

現実の問題では時間や人員，設備そのほか種々，考慮せねばならない事項があり単純で

はなく，また各確率値をいかに設定するかの難しい問題もあるが，このような費用に換算

して決定するのも合理的な方法のひとつである．

以上に述べた方式では意思決定者の好みを反映していない．平均的な行き方を好む人の

ほか，危険をできるだけ回避したい人や，逆に勝負に賭けたい人もある．勝負にかける人

は金額の大きな事項に対してはより大きなウエイトを置きたいであろう．このような意思

決定者の好みを考慮した選好曲線（金額対選好尺度）を作成して，期待値を求める際にこ

の選好尺度を使用して，金額を意志決定者の好みに応じて補正し，それに沿った決定がで
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� デシジョンツリーの例
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図 
	�� 選好曲線

きるようにしている．選好曲線の一例を図
	�に示す．勝負に賭けたい人は金額の高い方に

より比重を置くことを示している．

����� テクノロジ－アセスメント

　最近のシステムは大形化により社会や自然に対し大きな影響を及ぼし，それを解決す

るのに多大の努力を必要とするようになってきた．このような事態を未然に防止すること

を目的にした事前評価がテクノロジ－アセスメントである．したがって，システムの及ぼ
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す負の効果を中心に分析し，その結果によっては必要な対策を施したり代替案に変えたり

する．テクノロジ－アセスメントは次の手順で行われる．

�	 対象とするシステムの範囲とその目的を明らかにする．

�	 システムの詳細な内容を分析する．


	 システムの与える影響，特に負の影響を分析・評価する．

�	 対策案や代替案を検討する．

�	 総合的に評価する．

　最近は巨大システム対してはテクノロジ－アセスメントを行うのが普通になってきた．

ライフサイクルコスト

　システムを構築する際，性能もさることながら，コストの最小化も図らねばならない．

そのコストとして建設費などの初期投資にのみ目を奪われ，動力費や保全費などが軽視さ

れる場合が多いが，投資コストに対する効果の点からはそのシステムの計画から廃棄され

るまでの全期間，すなわちライフサイクルでのコストを最小にすべきであろう．これを主

張するのがテロテクノロジー ���#*��%"(*&*2��であり，ロジスティックス 　�E*2����%��で

ある．システムの計画時には基本思想としてこれらを持って置くべきだろう．

テロテクノロジ－の用語は１９７０年に英国で定められたもので

ライフサイクルコストを最も経済的にするために有形資産に適用されるエンジ

ニャリング，マネ－ジメント，財務そのほかの実務を総合したテクノロジ－

とされている．また，ロジスティックスは米国で提唱されたもので

システム，製品の使用中の効果を最大にする諸資源の費用を最小にすること

と定義されている．ここでもライフサイクルコストを対象としている．

さて，ライフサイクルコストは，図
	�に示すようにシステムの研究・開発段階に始まり，

設計・製作・試験・据付け・配線・試運転を経て運用・保全段階に入り，廃棄されるまで

の全期間の費用で，それには機器，建物の費用に始まり土木費，人件費，予備品費，修繕

費などすべてが含まれる．また，費用の発生時点がそれぞれ異なるので，各種の代案の費

用を比較する際は金利に対する補正を必要とする．これには２案があり，第１案は金利と

稼働年数とから計画初期時点での総価格に換算する方法であり，代案は逆に廃棄時点の総

価格に換算する方法である．

各種の代案を比較する際に建設費用のみを比較する場合が多いが，このライフサイクル

コストにより評価する方法がより合理的である．
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演習問題


	� 地球の環境問題について我々ができることをＫＪ法で考えてみよう．


	� 現在住んでいる地域の５０年後の状態に関してシナリオ・ライティングにより予測し

て見よ．


	
 就職会社の選定に際し評価すべき事項を挙げて，一対比較により評価項目を構造化し，

図に表わせ．


	� 主要な海外旅行先をあげ，一対比較により順序づけを行え．





　線形計画法

［概要］システム工学の中でも最も重要な位置を占めているのが最適化手法である．最

適化手法には各種あるので，ここではまず線形計画法について述べる．基本の理解に適し

た図的解法，実用的なシンプレックス法，初期値の状況によっては必要となる２段階法，お

よび双対問題について記述する．

はじめに－最適化手法について

システムは共通の目的をもって構成されたものであるので，その目的を最も効果的，す

なわち最適に達成することが求められる．その最適の内容はシステムの種類により異なり，

例えば最小の費用，最短の時間，最高の効率，最大の生産量，あるいは，これらを組合わ

せた総合的な指標などが考えられる．このように最適の内容が各種あることと，システム

の種類が多様であることから，最適化の手法には多くの種類がある．ここではその内の代

表的ないくつかについて説明する．最適化を論ずる時には，その指標として何を選ぶかを

明確にしておく必要がある．それを表すものとして目的関数（あるいは評価関数）を定め，

システムの行動を規制する制約条件のもとで，その最小値あるいは最大値を得る方策を求

めることにより最適化を達成する．

まず，最適化手法の代表的なものに数理計画法がある．これは「与えられた制約条件の

もとで，ある目的関数を最大（または最小）にする解を見出だす方法」と定義されており，

これには線形計画法，非線形計画法，動的計画法などがある．線形計画法は制約条件式と

目的関数が線形代数で表せられるもので，比較的簡単に解けるところから広く用いられて

いる．これに対し条件式と目的関数のいずれか，あるいは両者が非線形であるものが非線

形計画法であり，その非線形の式の種類により整数計画法，二次計画法など各種の方式に

分れる．本書では非線形計画法のひとつの勾配法について述べる．動的システムのように

時間とともに状態が推移して行くシステムにおいて最適化を達成するためには，時間の進

行に応じて次々に決定をして行かねばならない．この目的に開発されたのが動的計画法で

ある．

また最近はニューラルネットワークを用いた方法，遺伝的アルゴリズムなど生物の機能

を模擬した方式が研究されている．特に後者はモデル化できない対象に適している．これ

��
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表 �	�� 合金製造計画

合金の種類 　 原料の組成比 合金�トン当りの

.� .� .� 利益（千円）

�� ��� ��� ��� �

�� ��� ��� ��� �

原料の在庫（トン）　 � �� �

らについても述べている．

最後に多目的最適化問題について述べる．

線形計画法とは

　線形計画法（E��E�(�$# �#*2#$���(2）は「いくつかの線形の等式または不等式の

制約条件式のもとで１次の目的関数の値を最大（または最小）にする手法」である．こ

こでは，まず図的解法について述べた後に，その代表的な解法であるシンプレックス法

����0&�: ���"*'�について説明する．つぎに初期解を与えることができない場合に必要と

なる２段階法について述べる．最後に双対問題について触れている．����年にカーマー

カー �F$#�$#=$#�により内点法が発表され，現在活発な研究が進められているが，一般的

に広く用いられているのはシンプレックス法であるので，ここでは内点法には触れない．

図的解法

　合金の製造計画を例に説明する．３種類の金属原料.��.��.�を混ぜて製品の合金を

製造する際に7 各組成比を変えることにより２種類の合金��� ��を作ることができるとす

る．その各々の組成比，各合金の１トン当りの利益および各原料の在庫量を表�	�のとおり

とする時，利益を最大にするには合金��� �� をいくらづつ製造すればよいかという問題を

考えてみよう．製品の合金��� ��の重量をおのおの ��� ��トンとすると，次の条件式と目

的関数が得られる．この目的関数を最大にする解が求める解となる．これらの式ははいず

れも線形式となっており，したがって線形計画法の問題である．

制約条件式 ����� 3 ����� � �

����� 3 ����� � ��

����� 3 ����� � �
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図 �	�� 制約条件の範囲

�� � �� �� � �

目的関数 " 4 ��� 3 ���

　上記の関係を図示したのが図�	�である．図で斜線で示した範囲が制約条件を満足する領域

を示している．また目的関数は ��軸，��軸との交点がそれぞれ "��� "��である直線になる

ので，" の増加により直線は右上に移動する．したがって目的関数を最大にする状態は目的

関数を表す直線が斜線の領域と接するA点であることが分かり，最適解は �� 4 ��� �� 4 ��

となる．このように作図により最適解を求める方法が図的解法である．図的解法は視覚に

訴えるので理解し易いがせいぜい三次元までしかできない．したがって変数の数が４個以

上になると適用できないので，実用上はつぎのシンプレックス法が使用される．

シンプレックス法

線形計画法を適用する問題は一般に次の形をとる．

制約条件式 ����� 3 ����� 3 � � �3 ������������4��� ��	��

����� 3 ����� 3 � � �3 ������������4���
			

����� 3 ����� 3 � � �3 ������������4���
�� � ��  4 �� � � � � �

目的関数 " 4 ���� 3 ���� 3 � � �3 ���� ��	��
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において目的関数の値を最大または最小にする���  4 �� � � � � �を求めることである．ここ
で ���� ���� �4�はこれらの演算子のいずれかを適用する意味を表す．
なお非負条件のない変数 �� に対しては２つの非負変数��� �� �� � ��� �� ��を導入し，それ

らの差�� 4 ��� � ��� に置き換えればよい．

この問題はつぎの標準形式の問題に変形することができる．ただし �や各係数��	� � ��な

どの値は上式とは異なる．

制約条件式 ����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 4 �� ��	
�

����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 4 ��
			

����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 4 ��

�� � ��  4 �� � � � � �7 　但し �� � �� � 4 �� � � � ��
目的関数 " 4 ���� 3 ���� 3 � � �3 ���� ��	��

において目的関数の値を最大にする���  4 �� � � � � �を求める問題．
［標準形式への変換］この標準形式への変形はつぎの最大４ステップにより行うことが

できる．

ステップ � 目的関数を最小にする問題の場合は，"の代わりに次式のようにその符号を逆

にした "�を目的関数に選び，目的関数を最大にする問題に変える．

"� 4 �"

ステップ � 制約条件式において不等号 ���が用いられている式には，その式の両辺に ����
を乗じることにより，すべての式の不等号の向きを�に統一する．

ステップ � 非負のスラック変数を導入して不等号 ���をなくして等号にする．例えば

����� 3 ����� 3 � � �3 ����� � ��

なら非負のスラック変数（�&$%= �$#�$!&�）����を追加して

����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 3 ���� 4 ��

とすることにより等号をなくせる．またこの時の目的関数は

" 4 ���� 3 ���� 3 � � �3 ���� 3 �� ����

のようにスラック変数についての係数を零にしておけば目的関数への影響はない．
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ステップ � 右辺の �� を非負にする．もし負のものがあれば両辺に ����を乗じて正にする．

以上の結果，線形計画法の問題は行列表示を用いて

制約条件 �
 4 � ��	��


 � 	要素のすべてが非負� 　� の各要素は非負

のもとで

目的関数 " 4 ��
 ��	
�

を最大にする
を求めることになる．ここで 
 � )��� � )�� � � )�� � � )��� 　

［解の存在］上記で与えられた問題の解はつぎのいずれかになる．

�	 　制約条件を満足する領域が存在せず解が得られない．

�	 　得られた解に限界がなく，目的関数の値がいくらでも大きくなる．すなわち発散す

る（非有界）．


	 　少なくとも一つの最適解が存在する．

�，�について例を挙げると．

まず場合�については制約条件が次式で与えられた場合である．図�	�にこれらの条件を

満足する領域を示している．図より分かるようにこれらすべての条件を満足する領域は存

在しない．したがって，この場合は解が存在しない．

制約条件 
�� � ��� � 


�� 3 ��� � ��

�� 3 �� � �

��� �� � �

次に場合�については

制約条件 ��� 3 �� � ��

���� 3 �� � 


�� � ��� � �

��� �� � �

目的関数 " 4 ��� 3 ��を最大にする

を満足する��� ��を求める場合である．この場合は図 �	
に示すように，条件を満足する領

域は存在するが，目的関数はいくらでも大きくなり得て限界がなく，発散する．

［解の性質］ここで線形計画法の解の性質について調べてみる．
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図 �	�� 解の存在しない場合
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図 �	
� 解に限界がない場合

	 線形の制約条件式で与えられる解の存在可能な領域は凸集合である．ここで凸集合
とはその集合内の任意の二つ点を結んだ線分上にあるすべての点がその集合に含ま

れるものをいう．

	 最適解が存在する場合は，それは凸集合の端点の一つである．ここで端点とはその
集合の任意の二つの点の中央になることのない点をいう．

したがって線形計画法を解くには各端点について順次目的関数の値を求め，それを最大に
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する端点を求めればよいことがわかる．

さて制約条件式の式 ��	
�に戻り，これを満足する�を求めることを考える．�が得られ

るためには少なくとも条件式の数�が変数の数�より少ないこと，すなわち� * � が必

要である．したがって �の�個の変数中���個については任意に与えることができ，そ

れに応じて�個の変数の値が定まる．まず容易に求まる端点として���個の変数は零に

固定したものを選び，残りの�個の独立変数の値を求める．このようにして得られた解を

基底解という．また変数については，零に固定される変数を非基底変数，残りの変数を基

底変数と呼ぶ．制約条件式を解いて得られた変数が非負なら制約条件すべてを満たしてい

るので，これを基本許容解（!$��% 1�$��!&� �*& ��*(）と呼び，さらに目的関数を最大にす

るものが最適解になる．

［シンプレックス法（
�����
 ������）による求解例］上に述べた原理に基づくシ

ンプレックス法の解き方を具体的な例で説明し，その後でこの方法の根拠について述べる．

例として図的解法で述べた合金の製造計画の例を取り上げる．この問題を再録すると，次

の条件の基で目的関数を最大にする��� ��を求めることである．

制約条件式 ����� 3 ����� � �

����� 3 ����� � ��

����� 3 ����� � �

��� �� � �

目的関数 " 4 ��� 3 ���

１）標準形式に変換

まず準備として標準形式に変換する．そのためにスラック変数��� �	� �
を導入して制約条

件式を等式に変換すると次式を得る．

制約条件式 ����� 3 ����� 3 �� 4 �

����� 3 ����� 3 �	 4 ��

����� 3 ����� 3 �
 4 �

��� ��� ��� �	� �
 � �

目的関数 " 4 ��� 3 ��� 3 �� �� 3 �� �	 3 �� �


または ���� � ��� � �� �� � �� �	 � �� �
 3 " 4 �

上記のように目的関数の式は変数の項をすべて左辺に，定数項を右辺にした式に変形して

用いる．また目的関数の式にスラック変数の項を入れるため，その係数をすべて零にして

いる．

２）初期テーブルの作成
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表 �	�� テーブル+�

�� �� �� �	 �
 " � �����	�

��� ��� � � � � � 4 �� ����� 4 ��

��� ��� � � � � �� 4 �	 ������ 4 ��

��� ��� � � � � � 4 �
 ����� 4 �� �
�� �� � � � � � 4 "

�

制約条件式と目的関数の式の係数と定数からなるテーブルを作る．そのテーブルを表�	�に

示す．表の作成方法は以下のとおり．各行がそれぞれの式に対応する．第１行が制約条件

式の第１式．以下，第２式，第３式，目的関数の式となる．目的関数の式の前には他と区

別するために横線を引いて置く．各変数の列にはそれぞれの係数を記入する．定数は �の

列に記入する．また制約条件式には変数 "の項はないが，計算上必要なので係数を零の項

として入れて置く．

３）最初の基本許容解を求める（サイクル１）

制約条件式は 
式であるので，変数�個中独立変数は 
個となり，残り�個は任意に選べる．

したがって，まず ��� ��を零と置くと

�� 4 �� �� 4 �� �� 4 �� �	 4 ��� �
 4 �

となる．その理由を述べる．表から分かるように，��� ��を零と置くと，各式においてこの

２つの変数の列は考えなくてよくなる．残りの変数��� �	� �
� "においては，各行をみると

係数１のものが各々１個所であるので，その位置の変数の値が定数項の値となる．参考の

ために，表の定数項の右側の欄に該当する変数の記号を記入してある．

これら �の値は制約条件のすべてを満足しているのでこれが基本許容解の一つである．

この時，目的関数の値は " 4 �である．

この基本許容解は目的の最適解であろうか．その判断は第４行の目的関数の行の係数の

符号により判断する．係数が負のものがあれば最適解ではない．理由については後で述べ

る．表より分かるように２個所に負のものがあるので，この解は最適解ではない．

４）つぎの基本許容解を求める（サイクル２）

４－１）入れ換える基底変数と非基底変数の決定：他の基本許容解を求めるには，基底

変数の一つと非基底変数の一つを選んで，入れ換えて他の端点を選んで上記と同じ方法で

調べる．そのためにはそれぞれの変数を選ばねばならない．その方法について述べる．

まず非基底変数��� ��のなかから基底変数に変えるものを選ぶ．それには目的関数の係
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数の中で負で絶対値が最大なものを持つ変数を選べばよい（理由は後述）．この場合 ��
の係数を持つ �� を基底変数に変える．この �� の列をピボット列と呼ぶ．

つぎに基底変数��� �	� �
の中から非基底変数に変えるものを選ぶ．このためには上記で

求めたピボット列の各係数で各右辺の値を割り，その値が最小になる行にある変数（係数

が１になっている変数）にすればよい（理由は後述）．この行をピボット行と呼ぶ．今の

場合

　　　第�行��G�	�4��，第�行���G�	�4��，第
行��G�	�4�� 　

より第 
行が最も小さいので，変数�
を非基底変数とする．表の最右欄にこれらの値を記

入している．

４－２）新しいテーブルを作る（ピボット操作）： 　以上により入れ換えるべき基底変数

と非基底変数が得られたのでそれをもとに新しいテーブルを作る．このためにはつぎに述

べるピボット操作を行なう．

ピボット操作とはピボット列の係数をつぎのとおり変換する操作である．

�	 ピボット（ピボット行とピボット列の交点）の係数を１にする．そのためにはこの行

のすべての数値（定数項を含み）をピボットの値で割る．

�	 ピボット行以外の行（目的関数の行も含む）ではピボット列の係数を零にする．その

ためには他の行の数値に適当な値を乗じて加算すればよい．

いまの場合，ピボット列は第�列，ピボット行は第
行であるので，つぎの操作を行なえ

ばよい．

	 第
行を �	�で割って新しい第
行とする．

	 新第
行に����を乗じて第�行に加える．

	 新第
行に����を乗じて第�行に加える．

	 新第
行に �を乗じて第�行に加える．

このような変換を行うと表�	
が得られる．

４－３）基本許容解： 今度は非基底変数の��� �
を零に置くと，先に述べたように基本

許容解として �� 4 �� �� 4 ��� �� 4 �� �	 4 �� �
 4 �が得られ，目的関数値は " 4 ���と

なる．表�	
を見ると目的関数の行（第�行）に負の係数が存在するので最適解ではないの

で，つぎの基本許容解を求める．

５）第�の基本許容解を求める（サイクル�）

今回はサイクル �で述べたと同様の方法を繰り返すことになる．したがって，非基底変数

の内��を基底変数に移す．��の係数で各式の右辺を割ると

第�行��G�	
4�
	
，第�行��G�	�4��，第
行���G�	�4�� 　
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表 �	
� テーブル+�

�� �� �� �	 �
 " � �����	�

��
 � � � ���� � � 4 �� ����
 4 �
��

��� � � � ���� � � 4 �	 ����� 4 �� �
��� � � � ��� � �� 4 �� ������ 4 ��

���� � � � ���� � ��� 4 "

�

表 �	�� テーブル+


�� �� �� �	 �
 " �

� � � ���� ��� � � 4 ��

� � � ��� ���� � �� 4 ��

� � � ���� ���� � �� 4 ��

� � � ��� ��� � ��� 4 "

したがって，第�行にある基底変数�	を非基底変数とする．これでピボット行とピボット

列が決まったのでつぎのピボット操作を行なう．

	 第�行を �	�で割って新しい第 �行とする．

	 新第�行に���
を乗じて第�行に加える．

	 新第�行に����を乗じて第
行に加える．

	 新第�行に �	�を乗じて第�行に加える．

以上を行って表�	�を得る．非基底変数の�	� �
を零と置くと基本許容解は

�� 4 ��� �� 4 ��� �� 4 �� �	 4 �� �
 4 �

となり，" 4 ���となる．今回は表を見ると第�行の係数に負のものが存在しないので，こ

こで求めた基本許容解が最適解であることが分かる．従って

最適解としてつぎのものが得られた．

�� 4 ��� �� 4 ��� " 4 ���
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ここでは説明の都合上，各サイクルのテーブルは別々に作成したが，実際は後述の２段

階法の表のように一連の表とする．シンプレックス法はこのように表を中心に計算が行な

われるので別名タブロー法ともいわれている．

［シンプレックス法の手順］以上に述べたようにシンプレックス法では次の手順で計算

が行われる（図�	�を参照）．

ステップ � 初期テーブルを作る．

ステップ � 最適性ののテストを行う．最適ならここで停止．最適でない場合はつぎのステッ

プに進む．

最適解の条件�目的関数のすべての係数が非負となった時．非基底変数を零とし求め

た基底変数の値および目的関数の値が求める最適解である．

ステップ � ピボット列を決定する（非基底変数のうち基底変数に変えるもの１つを決定

する）．

ステップ � ピボット行を決定する（基底変数のうち非基底変数に変えるもの �つを決定

する）．

ステップ � ピボット列についてピボット行のみ �とし，同列の他の行はすべて �にするよ

う行操作（ピボット操作）を行いステップ �に戻る．

［シンプレックス法の原理］ピボット行とピボット列を決定する方法についてその理由を説

明する 5
�6．今，ある時点のテーブルが表�	�のとおりであったとする．表で ���� �� など

はそれぞれの係数を表わす．非基底変数から基底変数に移す変数��（ピボット列が 	列），

基底変数から非基底変数に移す変数が ���（ピボット行が �行）とする．これにステップ �

の演算（ピボット操作）を行った結果が表�	
のとおりとする．表から明かなようにピボッ

ト列でピボットの係数が１で他はすべて零になっている．これらの表からつぎのことが分

かる．

��� 表�	�は１つの基本許容解を与え，基底変数は非負でなければならないので

�� � ��  4 �� � � � ��

でなければならない．何故ならこれらの値は基底変数の値になるので．したがって，もし

�� * �� � � 5�� � � � ��6

が存在すれば解は存在しないことになる．しかし制約条件によっては解が存在するにも関

わらずこの状態になることがあるので，その場合は次節で述べる２段階法を試みる必要が

ある．
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１組の基本許容解を
初期値として与える

ピボット列を求める．

ピボット行を求める．

非基底変数の１つと
基底変数の１つとを
入れ替えて次の基本
許容解を求める．

非基底変数を全て０として
基底変数，目的関数の値を
最適解とする．

最適解か
　？

テーブル
を作る Ｙ

Ｎ
目的関数の係数の内，
負で絶対値が最大なもの
が存在する列を求める

ピボットの係数を１
ピボット列のその他の係数を
ゼロとするよう変形する

正の要素の内 b  / (x    の係数)
が最小となる行

i i,j

図 �	�� シンプレックス法の系統図

��� 新しいピボットの条件����は基底変数であるから ��� � �，従って ���の値である ��

について �� � �である．新しいテーブルに解があるためには新しい基底変数��について

�� � �でなければならない．�� 4 ������であるから ��� / �でなければならない

�
�ピボット行の決定�同様に新しいテーブルの残りの変数は

��� 4 �� � ����������  4 �� 	 	 	 ��H  �4 	 ��	��

新テーブルに解が存在するためには前項と同じく��� � ��  4 �� � � � ���  �4 	でなければ

ならない．

まず ��� � �の時は，�� � �� �� � �� ��� / �となり，��� � �となるので解の存在条件は

満足する．全ての ��� � ��  4 �� � � � �� の時は解は限界がない（発散する）．
つぎに ��� / �の時は ��� � �であるためには

�� � ��������� � �
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でなければならないので

��
���

� ��
���

��	��

となる．すなわち��� / �のすべての  について上記の条件を満足せねばならない．

以上よりピボット列において，正の要素���に対して右辺とこの要素との比 ������が最小

となる行をピボット行とせねばならない．

���ピボット列の決定�新しいテーブルでの目的関数の値を0�とすると

0� 4 0 � �������� ��	��

となる．したがって目的関数の増加は

0� � 0 4 ���������

となるので，目的関数の増加をできるだけ大きくするには

���������

が正で，かつ極力大きい �と 	を選べばよい．しかし実際これを行うには多数の計算を必要

とするので，その代わりに ��が負でかつ絶対値が極力大になるものを選ぶ方法を用いる．

これにより

0� � 0 � �

となり目的関数の増加が保証される．

以上よりピボット列としては各係数のうち，負でかつ絶対値が最大の列を選べばよい．

��� 最適解の条件：前項より目的関数の行の係数がすべて正になると目的関数の値はそれ

以上には増加しないことが分かる．したがって，この段階で最適解に達したことが分かる．

２段階法

前節で述べたシンプレックス法では最初に一つの基本許容解を求め，それに対してピボッ

ト操作を行って最適解を求めているが，最適解があるにも関わらずそこで述べた方法では

基本許容解が得られない場合がある．これは最初の基本許容解が得られない場合であり，

基底変数になるべき変数が負となり制約条件外になる時に起こる．この様な場合に対する

解法として考え出されたのが２段階法である．この方法では次の２段階で解を求める．

�	 一つの基本許容解を求める．それにシンプレックス法に類似した方法を用いる．
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表 �	�� テーブル+�

�� �� � � � �� � � � �� " �

��� ��� � � � ��� � � � ��� � �� 4 ���

��� ��� � � � ��� � � � ��� � �� 4 ���
			

			
			

			
			

			
			

��� � ��� ��� � � � ��� � � � ��� � �� 4 ���
			

			
			

			
			

			
			

��� ��� � � � ��� � � � ��� � �� 4 ���

�� �� � � � �� � � � �� � 0 4 "

�
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表 �	
� テーブル+�

�� �� � � � �� � � � �� " �

���� ���� � � � � � � � ���� � �� � ��������� 4 ���

���� ���� � � � � � � � ���� � �� � ��������� 4 ���
			

			
			

			
			

			
			

���� ���� � � � � � � � ���� � ������ 4 ��
			

			
			

			
			

			
			

���� ���� � � � � � � � ���� � �� � ��������� 4 ���

��� ��� � � � � � � � ��� � 0 � �������� 4 "

�	 上記で求めた基本許容解を使用して最適解を求める．これはシンプレックス法その

ものである．

実際はこれら二つを組み合わせた方法となっている．以下，具体的にその方法について説

明する．

先ず標準形式で右辺に負の定数があればその式の両辺に��を乗じて，すべての制約条件
式の右辺の定数項が正になるようにする．

新しく非負の変数（人為変数という）����� � � � � ����を導入すると次の式が得られる．

制約条件式 ����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 3 ���� 4 �� ��	���

����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 3 ���� 4 ��
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����� 3 ����� 3 � � �3 ����� 3 ���� 4 ��

�� � ��  4 �� � � � � �3�

目的関数 " 4 ���� 3 ���� 3 � � �3 �������� ��	���

ただし目的関数の式で人為変数に関する係数 �����  4 �� � � � �� は零とする．
ここで人為変数を基底変数に選べば最初の基本許容解は

�� 4 � � � 4 �� 4 �� ���� 4 ��� � � � � ���� 4 ��

となる．しかし実際はこれら人為変数は零でなければならないので，シンプレックス同様

の方法によりすべての人為変数を零にする解が求まれば，それを第２段階のシンプレック

ス法の初期値に用いることができる．したがって，ここで次の変数0を考えてみる．

0 4 ���� 3 ���� 3 � � �3 ���� ��	���

人為変数は非負であり，かつ上記状態では零になることから，上記解を求めることは，0

を最小にしかつそれが零とする解を求めることに相当する．すなわち，目的関数 �0を最

大とする解をシンプレックス法で求めればよいことが分かる．

ここで前記制約条件式より

���� 4 �� � ����� � ����� � � � � � ����� ��	�
�

 4 �� � � � ��

となるので，これを0の式に代入してつぎの式が得られる．

�0 4 ����� � ���� � � � � � ���� 3 0� ��	���

または

���� 3 ���� 3 � � �3 ���� � 0 4 0� ��	���

ここで，

�� 4 ����� 3 ��� 3 � � �3 �����  4 �� � � � � � ��	�
�

0� 4 ���� 3 �� 3 � � �3 ��� ��	���

目的関数としてはここで求めた�0を使用する．

なお，0を零にする解が得られない場合はこの線形計画問題は解が存在しないことになる．
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以下では具体的な例でその方法を説明する．ここでは次の問題を解くことを例として取

り上げる．

制約条件 �� 3 �� � �

�� 3 �� � ��

�� � �� � ��
�� � �� � �

��� �� � �

目的関数 " 4 �� 3 ��� 　を最大にする

先ず通常のスラック変数を導入して標準形式に変換すると

制約条件 �� 3 �� � �� 4 �

�� 3 �� 3 �	 4 ��

��� 3 �� 3 �
 4 �

�� � �� 3 �� 4 �

��� ��� � � � � �� � �

目的関数 " 4 �� 3 ��� 3 �� �� 3 � � �3 �� ��

通常のシンプレックス法を適用すると最初の基本許容解は �� ，�� を非基底変数にし

��� � � � � �� を基底変数にすることになるが，基底変数のひとつが �� 4 �� と負になり
制約条件を満足しない．この問題の制約範囲を示す図 �	�によると明らかなように �� 4 �，

�� 4 � はこの制約条件の中には入っていない．したがってこの点は基本許容解にはなり

得ない．したがって，シンプレックス法はそのままでは適用できないので２段階法を適用

する．

まず２段階法のための人為変数 �
� � � � � ��� を導入すると次式が得られる．

制約条件 �� 3 �� � �� 3 �
 4 �

�� 3 �� 3 �	 3 �� 4 ��

��� 3 �� 3 �
 3 �� 4 �

�� � �� 3 �� 3 ��� 4 �

��� ��� � � � � ��� � �

目的関数 �0 4 ��� 3 ��� � �� 3 �	 3 �
 3 �� 3 �� �
 3 � � �3 �� ��� � ��

の最大値が零のもとで

" 4 �� 3 ��� 3 �� �� 3 � � �3 �� ���を最大にする



���� ２段階法 
�

x1

x2

4 102

2
4

10
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目的関数

図 �	�� 制約条件の範囲（２段階法）

２段階法による計算経過は表�	�，表�	�に示す．シンプレックス法に比べて�0の行が増え

ているほかは変わるところはない．�
� � � � � ���の列を陽には示していないのは計算上特に

必要がないからである．基底の列に基底変数として示しており，後はピボット操作のつど

入れ替えれば追跡できる．

サイクル１の初期テーブルにおける0の行について補足すると，��� � � � � �� の各係数は
式 ��	���より分かるように，上４行の各係数の合計値に ���を乗じたものであり，定数項
も同じく上４行の合計値に ���を乗じたものとなっている．
第１段階では �0 を目的関数とし，かつ最初の基底変数に �
� � � � � ��� を選んでシンプ

レックスと同様の方法を適用する．�0の行が目的関数の行として追加されたこと以外は

変わるところはない．この�0行の初期テーブルの値には，上記のように式 ��	���を利用し

て求めた値を代入し，以後はピボット操作で変えてゆく．同様に "の行もピボット操作に

より変えてゆく．表より分かるように５サイクルで 0 4 � 　となり，第１段階の最適解す

なわち基本許容解が得られた．

第２段階に入り今度は目的関数に " を選んでシンプレックス法を適用し６サイクル目で

最適解

�� 4 �� �� 4 
� " 4 �


が得られた．




� �� 線形計画法

表 �	�� ２段階法の例（１／２）

サイクル 基底 �� �� �� �	 �
 �� " � !G$

� �
 � � �� � � � � � �

�� � � � � � � � �� ��

�� �� � � � � � � �

��� � �� � � � � � � ��
" �� �� � � � � � �

�0 �� �� � �� �� �� � ���
�

� �
 � � �� � � �� � � ��
�� � � � � � �� � � �

�� � � � � � � � �

�� � �� � � � � � �

" � �
 � � � � � �

�0 � �� � �� �� � � ���
�


 �� � � ���� � � ���� � �

�� � � � � � � � 
 
�
�� � � � � � � � �

�� � � ���� � � ��� � 


" � � ���� � � ���� � �

�0 � � �� �� �� �� � ���
�

� �� � � � ��� � ���� � �

�� � � � � � � � 


�� � � � � � � � � ��
�� � � � ��� � ��� � 


" � � � ��� � ���� � ��

�0 � � � � �� �� � ��
�

� �� � � � ��� � ���� � �

�� � � � � � � � 


�
 � � � � � � � � ��
�� � � � ��� � ��� � 
 ��

" � � � ��� � ���� � ��

�0 � � � � � � � �
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表 �	�� ２段階法の例（２／２｝

サイクル 基底 �� �� �� �	 �
 �� " � !G$


 �� � � � ��� ��� � � 


�� � � � � � � � 


�� � � � � � � � �

�� � � � ��� ���� � � �

" � � � ��� ��� � � �


双対問題

線形計画問題では双対問題と言われる互いに裏と表の関係になる問題があるので，それ

について述べる．まず，行列で表わしたつぎの二つの線形計画問題を考える．

［線形計画問題１］

制約条件 �
 � � ��	���


 � 	

のもとで

目的関数 " 4 ��
 　を最大にする ��	���

［線形計画問題２］

制約条件 ��� � � ��	���

� � 	

のもとで

目的関数 0 4 ��� 　を最小にする ��	���

ここで 
 � )��� � )��� � )�� � � )�� � � )���� �� � �� 　である．

この二つの問題の式を見ると，制約条件を表わす式では係数行列は互いに転置の関係に

あり，その定数項と目的関数の係数とが互いに入れ替わっており，不等号の向きが逆であ

り，かつ一方は最大問題，他方は最小問題であるというように異なってはいるが，同じ最

適解が得られることが分かっている．このような後者の問題を前者（主問題という）の双

対（そうつい）問題という．主問題で最適解が得られれば双対問題でも最適解が得られ，そ

れは主問題の解と同じになる．

ここで簡単に同一解が得られることを証明する．式（�	��）の両辺に左から�� を乗ず

る．� � � であることを考えると，不等号の向きは変わらないので，




� �� 線形計画法

���
 � ���

同様に式（�	��）の転置に右から 
を乗ずると，
 � � であるので，

���
 � ��


この両式よりつぎの関係が得られる．

��� � ��


したがって，��
 の最大値を求めることは ��� の最小値を求めることになる．実際は最

適状態では両者が一致することの証明が必要ではあるが，ここでは省略する．詳細は文献

5��675��6などを参照のこと．

本章の始めで取り上げた合金の製造計画問題の双対問題はつぎのようになる．

制約条件式 ����� 3 ����� 3 ����� � �

����� 3 ����� 3 ����� � �

�� � �� �� � �H �� � �

目的関数 0 4 ��� 3 ���� 3 ��� 　を最小にする

この最適解は �� 4 �� �� 4 �� �� 4 ���� 0 4 ��� となり，最適値���が主問題のものと等

しいことが分かる．

　演習問題

�	� 　つぎの制約条件式及び目的関数が与えられている線形計画問題について以下に答えよ．

�� 　図的解法で答を求めよ．

�� 　シンプレックス法で解け．

制約条件式 ��� 3 �� � ��

�� 3 
�� � ��

�� 3 �� � �

��� �� � �

目的関数 " 4 ��� 3 ����を最大にする．



　動的計画法

［概要］動的計画法は最適化手法のひとつで，時間の経過に応じて決定を行なうものに

適用される方法であり，再帰的な手法であるのでコンピュータによる演算にも適している．

また本法は定型的な手法ではなく考え方であり，多くの事例を通じて修得する必要がある

ので，各種の事例を挙げて説明している．

はじめに

　動的計画法（.��.�($��% �#*2#$���(2）は動的システムの最適化手法として研究さ

れ，確立された方法である．ある一時点の決定ではなく，時間の経過に応じてつぎつぎと

決定を行い，この一連の決定の結果として得られた全期間の効果を最大にする方策を決定

する問題を扱う．例えば，ある地点より別の地点へ行く経路が多数ある場合に，最短時間

で行く経路を発見する問題などがこれに相当する．このような多段階の決定過程の解析法

としてベルマン ���%"$#' A�&&�$(� により ����年代に開発された．

多段階決定問題を全体の組合わせ問題として解けば多数の組合わせのため，一般に多量

の計算を必要とする．しかしこれを次元の低い問題に分解し，最適性の原理を用いて，そ

の一連の段階の組合せとして解けば計算量も少なくなる．これが動的計画法の大きな特徴

といえる．

　動的計画法は各種の問題に適用できる応用分野の広い手法である．

動的計画法の一般解

最適性の原理 は

最適方策では，最初の状態および決定がどのようなものであっても，残りの決

定は先行の決定から生じた状態に関して最適方策になっていなければならない

と規定している．以下数式によりこの原理を表す．

図�	�に示す1段階の多段決定過程を考える．第１段より最適な決定を下しつつ，�段ま

で決定をしたとして，つぎの � 3�段の決定をいかに下せばよいかを考える．� 3�段では


�





 �� 動的計画法
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図 �	�� 多段決定過程

+���個の状態があるとして，各状態への最適方策を求める．この問題は，まず � 3 �段の

１つの状態をとり，この状態へは �段の +�個の状態のうちのどの状態より移行するのが最

適であるかを求め，これを � 3 �段の全状態+���個について行うことに等しい．

　さて，最適方策を決めるには目的関数を用意し，この値を最大（または最小）にする方

法を適用する．� 3 �段の �番目の状態を表す変数として 2���	�を用いて，この状態での目

的関数を ��2���	��と表す．また �段の  番目の状態より � 3�段の �番目の状態に移る際の

目的関数の増加を関数 3�2�	�� 2���	��で表す．これは最短経路問題での２点間の通行時間に

相当する．以上の式を用いて，� 3 �段での最適方策の決定方針はつぎの式により表せる

（目的関数を最大にする場合）．

��2������ 4 �$:
����

5��2�	�� 3 3�2�	�� 2���	��6 ��	��

� 4 �� � � � � +���

この式はつぎのことを意味している．すなわち� 3 �段の �番目の状態には =段のどの状態

から移行するのが最適かは �段の  番目の状態の目的関数の値と，そこから � 3 �段の �番

目の状態に移る際の目的関数の増加との和を最大にする  を見つけることにより求められ

る．なお上式では目的関数を最大（�$:）にすることを求めているが，問題によっては最

小（��(）を求めることもある． 　たとえば利益最大問題では�$:，最短経路問題では��(

を用いる．

動的計画法では上式を用いて，つぎの手順で行う．

�	 � 4 �より開始し，� 4 1までこの式により各段の決定を行う．この場合，決定全体

に対する制約条件がある場合には，この時点で状態値を具体的に決定することはで

きないので，変数としておく．



���� 最短経路決定問題［応用例－１］ 
�

�	 最終段階（� 4 1）に達したら，全体の制約条件（たとえば使用可能な資源の制限な

ど）がある場合には，この制約条件に照らしつつ，今度は始点に向かって後向きに進

めて各段の方策を定め，変数としていた状態値を具体的に決定する．

このように動的計画法では始点より開始して終点に達したら，再び始点に向かって後戻

りしつつ最終の値を決めて行く．また問題によっては上記とは逆に終点より開始して後向

きに戻り，始点に達したら今度は終点に向かって前向きに進みながら決定する方法を採用

している．この際の最適方針を決める式はつぎのとおりになる．

��2���� 4 �$:
������

5��2���	�� 3 3�2�	� � 2���	��6 ��	��

� 4 �� � � � � +�

以上に述べた手順を図�	�に系統図として示している．

　最適方策の決定のための演算法としてはつぎの各種の解決法がある．

�	 解析的な方法

�	 図式的解法


	 数値計算による解法

　動的計画法は目的関数のモデル化により各種の問題に応用できる。その例として最短経

路問題，資源配分問題，倉庫運営問題および資金配分問題について考える．

最短経路決定問題［応用例－１］

　出発点と目的地間の道路と途中の各二点間の所要時間が図�	
のように与えられている

とき，最短時間で行くにはどのような経路を取ればよいかを考える．最初の解法は目的地

より逆向きにたどる方法である．目的地-より逆向きに所要時間を加算してゆく。図�	�は

このようにして計算した最短時間を○の中に示している．例えば，��点に行くには��点

からでは �分，��点からでは ��分かかるので，短い方を採用して �分としている．このよ

うにして出発地-に達すると，今度は逆向きに戻りながら，所要時間の短い方を採用して

経路を決定すると，図で太線で示す経路- � �� � �� � �� � �が求まり，その所要時

間は-での値の ��分となる．なお各点の時間はその地点から目的地�までの最短所要時間

を示している．

　第２の解法は図�	�に示すように，出発地�より開始して各地点までの最短所要時間を計

算し，終点に達したら逆に元に戻りながら最短経路を捜す方法もある．この場合は各地点

の時間はその点に到達するに必要な最短時間を示している． 　上記のいずれの方法がよい

かは問題により決り，上記の問題では両者の差はないが．例えば目的地に到達すべき時刻
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終了

k=段階の番号
N= 全段数

k段は変数として扱い，
その種々の値に対して 
k+1 段を計算する

前向き（後向き）

後向き（前向き）

開始

k=1  段での最適解として
未決定変数を与える

 k    段での最適解をもとに
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図 �	�� 動的計画法の系統図
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が指定され，それに間に合うようにするための最短経路と出発時刻を求める場合には第一

の方法がよい．

資源配分問題 　［応用例－２］

　静的な多元問題に多段決定方策を適用して動的計画法で解くことができる．その例と

して資源配分問題を考えてみる．これは一定の資源をどの分野にどのように配分すれば最

大の効果（利益）を期待できるかを決定する問題である．その一例としてつぎの問題を考

えてみる．

［問題］農地が３箇所あり，それぞれ別の作物を作っている．農地の状況と作物の種類

から，それぞれに配置した農業従事者の人数と各農地の収益（単位千万円）との間に表�	�



�� �� 動的計画法

表 �	�� 農業従事者の人数と収益の関係

人数 　 農地の収益

� � 


� � � �

� �	� �	� �	�

� �	
 �	� �	



 
	� 
	
 
	


� 
	
 �	� �	�

� �	� �	� �	�

s1
s2 s3

x1 x2 x3

1 2 3

図 �	
� 人数の配分

に示す関係があるとする．農業従事者の総数が５名とした時に各農地にどの様に配置すれ

ば最大の収益を挙げることができるか．

［解答］ 農業従事者の各農地への配置を � 
 � 
 
 の順に配置したとして３ステップ

の動的計画法を適用することができる．つぎのとおり記号を定める（図�	
参照）．

	 各農地への配置人数：�� � � 4 �� �� 
� � 4農地を表す

	 配置可能な人数 　　：	� � � 4 �� �� 


	 各農地の収益 　　　：3������ � 4 �� �� 


	 人数 	� による収益：���	��� � 4 �� �� 


これにより本問題は
��

���

�� 4 � の制約のもとで

��
���

3����� を最大にする



���� 資源配分問題 　［応用例－２］ ��

表 �	�� 農地への人員配置：第１ステップ

	� ���	�� ���

� � �

� �	� �

� �	
 �


 
	
 


� �	� �

� �	� �

問題となる．

従って，さきに挙げた動的計画法の式 ��	��より次ののように表すことができる．

���	�� 4 �$:
�����

5�����	� � ��� 3 3�����6 ��	
�

� 4 �� �� 


ここで終点から始点に向かって値を決めて行く．

［第１ステップ］ 農地
への割当：上式において � 4 
 に相当する．この段階以後の配

置はないので，残っている従事者はすべてこの農地に配置してよい．従って �� 4 	� かつ

�	��� 4 � となり最適方策の式はつぎのとおり．

���	�� 4 3��	�� 　　　　 ��	��

ここで 	� 4 �� � � � � � の 
つの場合があるので，それぞれに対する���	�� の値，�� の最適

解 ��� は表�	�に示すとおりになる．

［第２ステップ］農地�への割当：� 4 �に相当するので，このステップの最適方策の式

はつぎのとおり．

���	�� 4 �$:
�����

5���	� � ��� 3 3�����6 ��	��

ここでも 	� 4 �� � � � � � の場合があるのでそれぞれに対する，�� を変えた場合の ���	� �
��� 3 3����� ，���	�� 及び最適解��� は表�	
 のとおりになる．

［第３ステップ］ 農地�への割当：� 4 � に相当する．この場合は初期値として 	� 4 �

となる．このステップの最適方策の式はつぎのとおり．

���	�� 4 �$:
�����

5���	� � ��� 3 3�����6 ��	
�

従って �� を変えた場合の ���	� � ��� 3 3�����，���	��，及び最適解 ��� は表�	� のとお

り ��� 4 � となり，全利益は 
7���万円となる．



�� �� 動的計画法

表 �	
� 農地への人員配置：第２ステップ

	� ���	� � ��� 3 3����� ���	�� ���

� � � 
 � �

� � I I I I I � �

� �	� �	� I I I I �	� �

� �	
 �	� �	� I I I �	� �


 
	
 �	
 �	� 
	
 I I 
	
 �

� �	� �	
 
	� �	� �	� I �	
 �

� �	� �	� �	� �	� �	� �	� �	� �

表 �	�� 農地への人員配置：第３ステップ

	� ���	� � ��� 3 3����� ���	�� ���

� � � 
 � �

� �	� 
	� �	� �	� �	
 �	� 
	� �

つぎに，以上の表を逆にたどることにより，次の結論が得られる．

まず 	� 44 	� � ��� 4 �であるから，表�	
より��� 4 �となり， 	� 4 	� � ��� 4 
である

から表�	�より ��� 4 
 となる．これをまとめると，

農地�：�人，農地�：�人，農地
：
人，全収益：
7���万円

倉庫運営問題［応用例－３］

ここではある大きさの倉庫を利用し，価格の安いときに大量に購入し，高いときに販売

して利益を挙げるための方策を動的計画法で求めてみる．制約条件としては倉庫の大きさ

である．また方策を決めるためには購入及び販売価格の予想が必要であり，これらのもの

は与えられているとする．

まず倉庫の大きさは 
��個保管できるものとする．ここでは簡単のため３カ月の期間で

考えてみる．３カ月間の購入及び販売価格の予想値は表�	�で与えられているとする．また

購入は販売後に行なうものとする．最初の在庫量は ���個とし，３カ月経った時には零に

してもよいとする．

［解答］ �月の販売量を ��，購入量を ��，販売価格を +�，購入価格を ��，倉庫での在庫

量を 	�とし，倉庫の能力を%�4 
���とすると，動的計画法の式はつぎのように表わすこ

とができる．ここで ���	��は �での最大利益（最終月よりの利益の合計の最大値）とする．



���� 倉庫運営問題［応用例－３］ �


表 �	�� 購入価格と販売価格の推移

月 � � 購入単価（�個）���� 販売単価（�個）�+��

� �
� �
�

� �
� �
�


 �
� ���

���	�� 4 �$:
��	 ��

5�����	� � �� 3 ��� 3 �+��� � �����6 ��	��

� 4 �� �� 
H ただし 　� � �� � 	�� � � �� � % � �	� � ���

［第１ステップ］最終月 � 4 
の最大利益の式 ���	��を求める：最終月では在庫を零にし

てもよい，すなわち 		 4 �でよいので，在庫量はすべて売りきり，新しく購入する必要も

ない．従って，

�� 4 	�� �� 4 �

これから

���	�� 4 +�	� 4 ���	� ��	��

［第２ステップ］ � 4 �での 式 ���	�� を求める：最大利益の式に第１ステップの結果を入

れる，	� 4 	� � �� 3 �� の関係を代入すると，つぎの式が得られる．

���	�� 4 �$:
��	 ��

5���	� � �� 3 ��� 3 �+��� � �����6 ��	��

4 �$:
��	 ��

5+��	� � �� 3 ��� 3 �+��� � �����6

4 �$:
��	 ��

5�+� � +���� 3 �+� � ����� 3 +�	�6

� � �� � 	�� � � �� � % � �	� � ���

ここで

+� � +� 4 �
�� ��� 4 ��� � �

+� � �� 4 ���� �
� 4 �� � �

の関係から ���	�� を最大にするには �� を最小に，�� を最大にすればよいことが分かる．

したがって

�� 4 �� �� 4 % � 	� 3 �� 4 % � 	�



�� �� 動的計画法

となり

���	�� 4 �+� � ����% � 	�� 3 +�	� ��	���

4 ��	� 3 �+� � ���% 4 �
�	� 3 ��%

が得られる．

［第３ステップ］ � 4 � として ���	�� を求める：第２ステップと同様にして次式が得ら

れる．

���	�� 4 �$:
��	 ��

5���	� � �� 3 ��� 3 �+��� � �����6 ��	���

4 �$:
��	 ��

5���	� � �� 3 ��� 3 �+� � ���% 3 �+��� � �����6

4 �$:
��	 ��

5�+� � ����� 3 ��� � ����� 3 �+� � ���% 3 ��	�6

� � �� � 	�� � � �� � % � �	� � ���

また

+� � �� 4 �
�� �
� 4 �

�� � �� 4 �
�� �
� 4 �� � �

の関係から ���	�� を最大にするには �� は不定（何でも可），�� は最小にすればよい．し

たがって，

��（不定）� 	�� �� 4 �

となり，

���	�� 4 �+� � ���% 3 ��	� 4 ��% 3 �
�	� ��	���

また与えられた条件より

% 4 
��� 	� 4 ���

［第４ステップ］ 第３ステップの � 4 � にて初期条件が与えられたので，今度は逆に

� 4 �� 
 と計算すれば各月の値が求められる．

���	�� 4 ��% 3 �
�	� 4 ��� 
�� 3 �
�� ��� 4 �
� ���

��（不定）� ���� �� 4 �

	� 4 	� � �� 3 �� 4 	� � �� 4 ���� ��

���	�� 4 �
�	� 3 ��% 4 �
� ���� �
���



���� 資金配分問題［応用例－４］ ��

表 �	
� 最適運営計画

月 在庫量 	� 販売量�� 購入量 ��

� ��� ���� ���� �

� ���� �� � ��� 3 ��


 
�� 
�� �

�� 4 �� �� 4 % � 	� 4 ��� 3 ��

	� 4 	� � �� 3 �� 4 % 4 
��

���	�� 4 ���	� 4 ��� ���

�� 4 
��� �� 4 �

以上を表にまとめると 表�	
が得られ，総利益は �
7���円となる．

資金配分問題［応用例－４］

これまでは数値が離散値で与えられている問題を扱ったが，ここでは連続値で与えられ

る場合について見てみる．

総計�円の資金を1個のプロジェクトに配分する際に，利益を最大にする配分方法を求め

る問題を考える．その際，各プロジェクトの挙げる利益は配分された資金の +乗 �� * + * ��

に比例するとする．

［解答］ 1個のプロジェクトに配分する方法をプロジェクト �から順次1まで配分する

と考えると1段の動的計画法の問題として扱うことができる．まず記号をつぎのように定

める．

	 各プロジェクトへの配分資金：��� � 4 �� �� � � � � 1

	 �プロジェクトに来たときに残っている資金：	�� � 4 �� �� � � � � 1

最適性の原理はつぎのように表わせる．

���	�� 4 �$:
�������

5�����	� � ��� 3 3����6 ��	�
�

� 4 �� �� � � � � 1

ただし，3���� 4 ���� � * + * �� 	� 4 �．

これを解くには最後のプロジェクトへの配分� 4 1 より開始して逆向にき� 4 �まで配

分する方法を採用する．



�
 �� 動的計画法

［第１ステップ］ � 4 1 のとき：残っている資金は残さず，すべてこのプロジェクトに配

分できるので，�� �	� �はつぎのようになる．

���	� � 4 �$:
�������

53��� �6 ��	���

4 �$:
�������

5��� 6 4 	��

�� 4 	� ��	���

［第２ステップ］ � 4 1 � � のとき：最適方策の式はつぎのようになる．

�����	���� 4 �$:
�����������

5�� �	��� � ����� 3 3������6 ��	�
�

4 �$:
�����������

5�	��� � �����
� 3 �����6

これを解くために � 4 �	� ��� 3 �� と置いて � の最大値を求める．

�� 4 �+�	� ����� 3 +���� にて �� 4 � と置いて � 4 �����	 ． 　

��� 4 +�+� ����	� ����� 3 ����� は � * + * �において常に ��� * � となるので，上記は

最大値となる．

以上より

���� 4
�

�
	��� ��	���

�����	���� 4 ��
�

�
	����

� ��	���

［第３ステップ］ � 4 1 � � のとき：最適方策の式はつぎのようになる．

�����	���� 4 �$:
�����������

5�����	��� � ����� 3 3������6 ��	���

4 �$:
�����������

5��
�

�
�	��� � ������

� 3 �����6

前のステップと同様にして微分及び二次微分を採って最大値を求めると，次式が得られる．

���� 4
�



	��� ��	���

�����	���� 4 
�
�



	����

� ��	���

［第４ステップ］同様にして一般に � 4 1 �  のときの解は数学的帰納法を適用してつぎ

のように得られる．

���� 4
�

 3 �
	��� ��	���

�����	���� 4 � 3 ���
�

 3 �
	����

� ��	�
�



���� 資金配分問題［応用例－４］ ��

表 �	�� 在庫管理

月  販売価格 +� 購入価格 ��

� �
� �
�

� �
� �
�


 ��� �
�

［第５ステップ］ � 4 � のときの解は以下になる．

�� 4
�

1
	� 4

�

1
� ��	���

���	�� 4 1�
�

1
	��

�� 	� 4 � ��	���

［第６ステップ］ � 4 � より � 4 1 まで順次計算することにより，

�� 4 �� 4 	 	 	 4 �� 4
�

1
� ��	�
�

となり，最適解は均等配分であることが分かる．また，このときの総利益は ����� 4 1� �
����

である．

　演習問題

�	� 　ある製品Ａを 
��個まで収容できる倉庫がある．この製品の販売価格と購入価格の３

カ月間にわたっての各月の変動が表�	�のとおりであるとする．倉庫の最初の在庫が ���個

として，
カ月を終わった時点での利益を最大にするには毎月どのように販売し，購入す

ればよいか．なお購入は販売後に行うものとする．





　その他の最適化手法

［概要］線形計画法，動的計画法以外の最適化手法について述べる．非線形システムの

最適化手法として代表的な勾配法，最近のニューラルネットワークによる方法，遺伝的ア

ルゴリズム，および多目的最適化について説明している．

勾配法

勾配法 �2#$'��(� ���"*'�は山登り法あるいは最大傾斜法 ともいわれ，非線形システム

の最適化手法として，よく使用される．目的関数がその変数に関して微分可能の条件のほか

には適用上の制約はない．基本的には目的関数の変数に関する勾配方向，すなわち，最大変

化をする方向にたどって極値に近づく方法である．ただ，極値解が最適解であるとの保証は

ない．いま，状態値を時間の関数の����とし，目的関数を ����で表す．ある点�� 4 �����

の近傍に ����の極大値があることが知られているとして，最短時間で極大値に近づく経路

を考える．その場合����の �に関する最大の傾斜，すなち勾配方向に進むのが最適方策と

考えられる．この考えに基づく運動方程式は次の式で表される．
�����

��
4 ����� �
	��

なお，極小値に近づく場合は������（� は ($!&$と読む）と負符号をつける．ここで

����� 4 2#$'���� �
	��

4 5 �

���

� � � � � �

���

6� �
	
�

� � )� �
	��

　数値計算を行う時には時間は離散値になるので，式 �
	��を差分式に変換すると

��� 3J�� 4 ���� 3 J��J��

4 ���� 3 J� � ����� �
	��

となる．� 4 ��より開始し，上記式に基づいて ����を進めればよい．J�を大きくし過ぎる

と乱調をおこし収束をしなくなるので，適正値に選定せねばならない，J�として一定値に

固定する方法が最も簡単ではあるが，適正値に選定するのが難しい．その対策として以下

に述べる方法により，可変として最適化を図る方法が考えられている．

��



�� �� その他の最適化手法

A(x  )

B
C

D

0

図 
	�� 最適勾配法

����� 最適勾配法

最適勾配法 �*0���$& 2#$'��(� ���"*'� は最急降下法（����0��� '��%�(� ���"*'）とも

言われ，�����3J���が最大となるように ����を��������の方向に進める方法である．す

なわち

�$:
��

����� 3J��� 4 �$:
��

5������ 3 J� � ���������6 �
	
�

　となるJ�を求め式 �
	��により���3J��を計算して，その方向に進める．つぎに，その

点での勾配�����を求め，上記と同じ方法を繰返す．この方法を用いた場合の ����の軌跡

を図
	�に示す．初期点��より開始し，������の方向に進み，等高線（同一の ����の点 �

を結んだ線）に接するまで行く．つぎにこの点の勾配の方向に再び等高線に接するまで進

む．従って図のように直角に折れ曲がった軌跡をたどることになる．

　J�の具体的な決め方としては，例えばJ� 4 �� ��� � � � �.�（�は適当な定数）に対する

目的関数�����3J���の値を計算して，これが最大になるJ�を選べばよい．この方法の欠

点は収束がよくない点で，１回目で極大値に到達しない場合は無限回の繰返しになる恐れ

がある．その対策として，次の共役勾配法がある．

����� 共役勾配法

　共役勾配法 �%*(K 2$�� 2#$'��(� ���"*'�は共役方向に向かって直線探索を行う方法で

ある．最初は最適勾配法により進み，以後はこれを基に互いに共役となる方向に探索を行

う．共役の作り方により各種の方式があるので以下では�&��%"�#+������法と言われる方式



���� 勾配法 ��

について説明する．

この方式ではつぎの手順で解の探索をすすめる．極大値を求める例で示す．

�� 所期値として ��を選ぶ．

+� 4 ������ �
	��

極小値を求める場合には負符号をつけ�������とする．����3J� � +��を最大とするJ�を

計算して，これをJ��とすると

�� 4 �� 3J�� � +� �
	��

まで進める．ここまでは最適勾配法と同じである．

�� つぎに

+� 4 ������ 3 4� � +� �
	��

4� 4
���������
���������

�
	���

を求め ���� 3J� � +�� 　を最大にするJ�を計算してJ�� とすると

�� 4 �� 3J�� � +� �
	���

まですすめる．


�一般に � 回目まで繰返して， 4 �� �� � � �

+� 4 ������ 3 4� � +��� �
	���

4� 4
���������
�����������

�
	�
�

を求め ���� 3J�+��を最大ににするJ�を計算してJ��とすると

���� 4 �� 3J�� � +� �
	���

まですすめる．

上の関係を図で示したのが図
	�である．なお，この方式の特徴は収束の速いことである．

［註］共役とは： � 個のベクトル 2��  4 �� � � � � � において，対称行列 ( � )��� に対

して 2�� (2� 4 ��  �4 � を満たす時，互いに共役であるという．( 4 �（単位行列）とする

と，前記の関係は直交性を意味するので，共役は直交性を一般化したものである．
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初期値

最適勾配法では
この点に進む

共役勾配法では
この点まで進む

最適値

G

C'

A:x 0

B:x1

図 
	�� 共役勾配法

����� ニュートン法

関数���� をある �� の近傍でテーラ展開し，つぎのように２次関数で近似して最適勾配

法を適用する方式をニュートン法という．

���� � ����� 3�������� � ��� 3
�

�
��� ���

����������� ��� �
	���

目的関数が正定の二次形式の場合は１回の探索で最小値が得られる．しかし一般の非線形

の目的関数では二階微分の行列（/����$(）を求め，さらに逆行列を計算しなければならな

いので時間がかかる欠点がある．

生物学的方法

近年，ニューラルネットワークや遺伝的アルゴリズムなど生物の機能を応用した方式が

注目されている．ここでは最適問題の解法としてのこれらの応用について簡単に説明する．

����� ニューラルネットワーク

ニューラルネットワーク �??� には多層形，相互結合形など各種の方式が研究されてい

るがここでは，最適問題の解法に適している相互結合形?? ，別名ホップフィールネット

ワークについて述べる．
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a) 全体 b)  ユニット

..

.

v  (t)1

v  (t)j

v  (t)n

v  (t)i

wi1

w ij

w in

θi

..

.

図 
	
� 相互結合形ニューラルネットワーク

図
	
$�に示すよう�個のユニットよりなる相互結合形??を考える．各ユニット間は相

互に結合されており，結合の強さは対称であるとする．したがって，任意のユニット �ユ

ニットから  ユニットへの結合の強さを0�� で表わすと 0�� 4 0�� の関係が成り立つことに

なる．また，このネットワークは離散時間的に動作するとして離散時間 �における  ユニッ

トの出力を 2����とし，しきい値を 5�，入力の合計を ����� とすると図
	
!� より分かるよ

うにつぎの関係が成り立つ．

����� 4
�
� ���

0��2���� 3 5� �
	�
�

ここで次式で表わされるネットワークエネルギー を考える．

'��� 4 ��

�

�
�

�
� ���

0��2����2�����
�
�

5�2���� �
	���

ネットワークがつぎに示す時間発展規則で動作すると，このネットワークエネルギーが時

間と共に減少することが証明できる．

	 ステップ０：最初にすべてのユニットの出力を乱数により �または �に設定して置く．

	 ステップ１：ネットワークよりランダムに１つのユニット  を選び出し，そのユニッ

トへの入力の総和�����を求める．

	 ステップ２：����� の値に応じてユニット  の �3 � 時間での出力 2���3 �� を次式に

従って更新する．

����� � � 　なら 　2��� 3 �� 4 �

* 　　なら 　2���3 �� 4 � �
	���
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	 ステップ３：ユニット  以外のユニットの出力は変えない．すなわち

2��� 3 �� 4 2����� � 4 �� �� � � � � 1� � �4  �
	���

	 ステップ４：所定の動作回数に達すれば終了，達しなければステップ１に戻る．

以上を行なえばネットワークエネルギーが減少することは次のように証明できる．

2��� 3 �� を上記規則で変化させた場合のエネルギーの変化の式を求めると

'��3 ���'��� 4 ��2���3 ��� 2���
�
� ���

0��2���� 3 5��

4 ��2���3 ��� 2���������� �
	���

式 �
	���の関係からつぎが成り立つ．

����� � � 　の時 　2��� 3 ��� 2���� � �

* 　　の時 　2��� 3 ��� 2���� � � �
	���

したがって式（
	��）により常に '�� 3 ���'��� � � すなわち

'��3 �� � '��� �
	���

となって，エネルギーは常に減少または一定値の方向に動作し，極小値に向かうことが分

かる．

このホップフィールドネットワークを使用して最適問題を解くには，求める解をユニッ

トの出力2�で表現し，それに必要な数のユニットを設ける．目的関数をエネルギー関数に

選び，最適値を求めるための条件や制約条件などにより相互結合係数0��としきい値5�を定

めればよい．後はユニットの出力を最初に乱数で設定し，適当な回数だけ動作させればよ

い．適用例としてはセールスマン巡回問題や棒材の最適切断問題 5
6などがある．

この方式の適用の際，考慮すべき事項はどのようなユニットを設けるか，結合係数やし

きい値をどのように定めるかである．その考え方の例としてセールスマン巡回問題を例に

説明する．

［セールスマン巡回問題への適用］

セールスマン巡回問題は与えられた�都市を順番にまわり，出発点に戻るルートで巡回

距離が最小になる巡回経路を求める問題である．その解き方について順に述べる．

［ニューラルネットワーク構成］都市数を�とするとユニットは図
	�に示すように ��

個を設ける．縦方向は都市を，横方向は巡回順序を表わしている．発火しているユニット

（出力が１）を結んだ線が巡回経路になる．したがって発火しているユニットは各列，各行

とも１つになっていなければならない．

［エネルギー関数］ネットワークのエネルギー関数はつぎのように定義する．
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図 
	�� セールスマン巡回問題

' 4 ��

�

�
�

�
� ���

�
�

�
� ���

0�	�	�	�2�	�2�	� �
�
�

�
�

5�	�2�	� �
	�
�

ここで �� �は都市を， � �は順番を表わし，時間の表示は省略している．また0�	�	�	� はユ

ニット ���  � と ��� �� 間の結合係数，5�	� はユニット ���  � のしきい値をそれぞれ表わす．

［目的関数］都市�と �との間の距離を ���で表わすと巡回経路の全距離'�は次式で表

わされ，これを目的関数とする．したがって，最小化問題となる．

'� 4
�

�

�
�

�
� ���

�
�

��	�2�	��2�	��� 3 2�	���� �
	���

［制約条件］制約条件を表わすものとしてつぎのエネルギー関数を導入する．これらの

エネルギー関数の値はいずれも非負で，ゼロになった時に制約条件を満足していることが

分かる．

同じ都市を２回通らない：
�

�

�
�

�
�

�
� ���

2�	�2�	� �
	���

同時に２つの都市を通らない：
�

�

�
�

�
�

�
� ���

2�	�2�	� �
	�
�

通過する都市の数は�：
�

�
�
�
�

�
�

2�	� � ��� �
	���

［ネットワーク定数の決定］目的条件のエネルギーと制約条件のエネルギーを加算した

エネルギーを求め，これでネットワークを動作させる．なおこの加算の際に３つの制約条

件のに対してはそれぞれ重み�����を設定する．これら制約条件を決める重みは目的関

数に対する重み�より相対的に大きく設定する．この式を式（
	�
）の形になるように変
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時間

エ
ネ
ル
ギ

極小値
最小値

図 
	�� ローカルミニマム

形する．その際，2�	� の値は �か �であるので，2��	� 4 2�	� の関係を利用する．その結果，

結合係数，しきい値がつぎのように得られる．

0�	�	�	� 4 ��Æ�	���� Æ�	�� �
	���

��Æ�	���� Æ�	��

��

������Æ�	��� 3 Æ�	������� Æ�	��

5�� 4 �� �
	���

ここでÆ�	� はデルタ関数である． （セールスマン巡回問題終了）

ホップフィールドニューラルネットワーク方式の問題点のひとつにローカルミニマム，す

なわち極小解に陥る場合があることである．図
	�に示すように，初期値の状況によっては，

そこから最小値に向かう途中に極小値が存在するとそこに陥って出てこれない場合がある．

その対策としてはユニットの出力信号に雑音信号を重畳し，収束に近づくにつれてその値

を小さくするシミュレーテッド・アニーリングの考えを導入することも行なわれている．

����� 遺伝的アルゴリズム

遺伝的アルゴリズム（ＧＡ� -�(���% �&2*#��"��）は生物における遺伝情報の伝達をと

おしての進化の機構を取り入れたアルゴリズムであり，特に最適問題に適している．各種

の方式があるがここではシンプルＧＡと言われる基本的な方式を中心に概要を説明する．

まず所定数の個体からなる集団を考える．各個体には必要数の遺伝子が収納されている．

解くべき問題を遺伝子で表現する．遺伝子には各種の表現方法があるが，基本的なものはバ

イナリビットで表現したストリングである．それより問題に応じて適合値を計算する方法

すなわち適合関数を定めて置く．以上に対しＧＡはつぎのように動作する（図
	
を参照）．
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現集団
次世代

２個体選択

メイティング
　プール

新集団

遺伝子操作
交叉

突然変異

図 
	
� 遺伝的アルゴリズム

	 ステップ０：準備段階として，現集団にあるすべての個体の遺伝子を乱数を用いてラ
ンダムに設定して置く．

	 ステップ１：集団より１組を選ぶ．この際，各個体の適合値に比例した確率で選択す
る（ルーレットホイール選択方式）．

	 ステップ２：この１組に対して交叉と突然変異の遺伝子操作を行なう．交叉はこの１
組の間で一部の遺伝子を交換するもので１点で交叉，２点で交叉，多点で交叉など

各種の方式がある．突然変異は遺伝子の一部を変更するものである．これらを行な

うか否か，およびその位置は確率的に決定する．

	 ステップ３：こうして得られた新しい遺伝子はつぎの世代のための新集団に入れる．

	 ステップ４：新集団の個体数が所定の数になるまで，ステップ１から繰り返す．

	 ステップ５：新集団を現集団に移す．

	 ステップ６：ステップ１に戻り，つぎの世代の実行を行なう．所定世代実行したら
終了．

以上の動作により世代の進行に応じて集団全体として適合値の最大値すなわち最適解に

向かって進む．最良の個体を残すエリート戦略を採用すると各世代の最良値は常に非減少

で増加する．

ＧＡを最適問題に適用する際は，先ず問題を遺伝子で表現し，それより目的値を求める

方策すなわち目的関数を定め，これを適合関数に変換する．適合値は増加方向に進行する

ので，目的値を最小にする問題の場合はこの変換が必要となる．遺伝子表現としてはバイ

ナリビット表現のほか整数，実数表現などもあり，さらに整数の順序表現などもある．例

えば，セールスマン巡回問題への適用の場合は１から都市数までの整数の順序表現とし，

この順序を変えて各種の巡回経路を表現する．順序表現での交叉や突然変異の方法は他の

ものと異なり，各種の方式が研究されている．詳しくは文献 5�6などを参照されたい．
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遺伝的アルゴリズムの特長は対象のシステムのモデルがなくても適用できることであり，

目的関数さえ求められておればよい．また確率的に動作するので，ローカルミニマムに陥

ることがないのも大きな特長である．各種の問題に適用されている 5�6 5�6 5
�6．

多目的最適化

これまでは単一の目的関数を最適化する問題を主として扱ってきた．しかし，実際問題

では複数の目的関数を最適化したいとの問題が多い．例えば性能を高めてかつ信頼性も挙

げたい，コストを最小にして性能も挙げたいなどである．これらすべての要求を満たす解

が得られる場合もあるが，多くの場合すべてを満足させることはできず，妥協を必要とす

る．ここではこのような問題の解決方法について検討する 5
67 5�6．

����� 問題の定義と解の性質

［多目的最適化問題の定義］
 � )�を �次のベクトルとしたとき，多目的最適化問題は

つぎのように表わせる．

��(
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ここで ��
� 4 5���
�� � � � � ���
�67 ��
� 4 53��
�� � � � � 3��
�6とする．また ��
� は最適化し

ようとする多目的関数を表わし，��
� は制約条件を表わしている． 　 （定義終わり）

ここでは最小化問題として表現しているが，実際は最大化問題もある．しかし以下の議

論では最小化問題として扱っても一般性を失うことはないだろう．

さて，以下の論議のため用語を定義して置く．

［優越関係の定義］二つの変数 
�� 
� 間において

, ��
�� � ��
�� のとき，
� は 
� に優越するという．

, ��
�� * ��
�� のとき，
� は 
� に強い意味で優越するという．

ここで �は各要素間に �の関係があるとともに，少なくとも１個の要素は *の関係が

あることを意味する．すなわち

� � �� �� � �� �� 4 �� � � � � +�かつ�� * �� �� 4 �� � � � � +�

とする．（定義終わり）

［解の定義］ 
� を最適解とするとき，つぎの種類の最適解が存在する．

$	 
� に強い意味で優越する 
 � � が存在しないとき，
� を弱パレート最適解という．

!	 
� に優越する 
 � � が存在しないとき，
� を（強）パレート最適解という．
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f1(x)

f2 (x)

�����
�����弱パレート最適解

���可能領域

�����
�����パレート最適解

図 
	�� パレート最適解

%	 
� が任意の 
 � � に対して優越するとき，
� を（完全）最適解という．

　 （定義終わり）

簡単な例として目的関数が二つのときのパレート最適解の状況を図
	� に示す．図では

完全最適解が得られない場合を示しており，このような場合はパレート最適解が合理的な

解であることが分かる．パレート最適解はこのようにひとつの解ではなく，解の集合となっ

ている．

����� 多目的最適化の解の求め方

完全最適解が得られる場合は問題がないので，ここではパレート解しか得られない場合

を対象に説明する．パレート解の場合はひとつの解ではなく，解集合であるので問題によっ

てはそれをさらに絞り込む必要がある．その方法として各種の方式が研究されているが，

ここでは代表的なものについて説明する．

１）加重和により単一目的化する方法

以下のように重みパラーメータを使用して加重和を求め，目的関数をひとつの関数に集約

して単一目的関数として解く方法である．すなわち

��(
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0����
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��

ただし，重みは正すなわち0� � ��  4 �� � � � � +とする．また重みは正規化して��
��� 0� 4 �

としてもよい．

これによりパレート解の一つが最適解として得られる．重みを変えることにより選択す

るパレート解が変わってくるので，目的を考えながら重みを設定すればよい．したがって

重みの決め方に意志決定者の考えが入ることになる．この方法は簡単であるので，使用さ

れることが多い．
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f1(x)

f2 (x)

�����
�����パレート最適解

���可能領域

���
���最適解

f^

f
＊

目標点

図 
	�� 目標設定法

２）目標を設定しそれに近い解を求める方法

予め各目標関数ごとに目標点 L���  4 �� � � � � +を定め，できるだけそれに近い最適解を求め
る方法．目標点としては可能領域の外に設け，距離としては以下のような 6次のノルム を

用いる．

���
�����
��6 4 �
��

���

����
�� L���
������� �
	

�

6 は問題の性質を考えながら適当に設定する必要がある．6 4 � の時は通常の距離を最小

にする解となる．図
	�に２目的関数の場合を示す．

３）優先順位を定め順次決定する法

目的関数に優先順位をつけ，その順位の高いものから順に最適条件を満足する解を求めて

行く方法である．順位の決め方により解が異なってくるので，そこに意志決定者の考えが

入ることになる．

４）パレート解を求め，別の方法で絞り込む方法

最初の段階で最適解を絞り込むことはせずに，パレート解を求め，それに対して例えばエ

キスパートシステムなど別の方法により，意志決定者の意向を考えつつ最適解に到達する

方法である．パレット解を求める方法としては例えば遺伝的アルゴリズムを使用する方法

などが研究されている．

制約条件つき最適化

これまでも最適問題における制約条件についてその都度述べてきたが，この制約条件の

取り扱いにについて今一度考えてみる．制約条件付きの最適化問題は多くの研究がある

5��65��6が，ここでは関数で表わされた等号制約条件のものと制約条件などが関数ではな



���� 制約条件つき最適化 ��

い一般のものの二つについて述べる．特に前者についてはラグランジュ乗数法について述

べる．

����� ラグランジェ乗数法

目的関数および制約条件が微分可能で，かつ制約条件が等号で与えられる次式の最適問

題を考える．ここで制約条件としては�個の等号式で与えられているとする．

目的関数：����� � � � � ���を最大 �または最小�にする �
	
��

制約条件：3����� � � � � ��� 4 ��  4 �� � � � �� �
	
��

これに対してはラグランジュ乗数 7��  4 �� � � � �� を導入して，つぎの制約なしの最適問
題として解くことができる．

����� � � � � ��� 3
��
���

7�3����� � � � � ���を最大 �または最小�にする． �
	

�

これを解くには，これを新しい関数 � として

8�

8��
4 ��  4 �� � � � � � �
	
��

8�

87�
4 ��  4 �� � � � �� �
	
��

の連立方程式を解き，7を消去して，���  4 �� � � � � �を求めればよい．何故なら式（
	
�）

より制約条件の 3����� � � � � ��� 4 ��  4 �� � � � ��が出てくるので，制約条件を満足するこ
とになる．

����� 一般の場合

実際の問題では制約が不等号条件であったり，微分可能な関数式で表わされない場合や

離散的な場合が多い．このような場合に用いられる方法としては

	 制約条件を目的関数に含め，多目的最適化問題として扱う．

	 アルゴリズムにより制約条件を扱う．例えば制約条件を織り込み，これを常に満足す
るような方式を考える，あるいは制約条件を満足するように変数を修正する修正ア

ルゴリズムを導入するなどがある．

ここでは前者の方法について考えてみる．問題を最小化問題と仮定し，制約条件がつぎの

不等号で与えられているとする．

制約条件：3����� � � � � ��� / ��  4 �� � � � ��Hかつできるだけ小さい �
	
��



�� �� その他の最適化手法

この場合目的関数としてつぎのものを考え，その最小化を行なう．

目的関数：����� � � � � ��� 3
��
���

0�3
�
� ���� � � � � ��� �
	���

ここで 3����の二乗を使用してのはこの値を常に零以上にするためである．またパラメータ
0��  4 �� � � � � � は重みであり，上記式で制約条件の項の値が目的関数の項に比べて十分
に大きくなるように大きな値に選ぶ．その具体的な値はシミュレーションの結果などを基

に決定する．これは先に述べた多目的最適化における加重法を採用したことになる．場合

によっては 3����の値がマイナスになる可能性があるので，その場合は取り除くか修正する
アルゴリズムを別に必要とする．

　演習問題


	� 　つぎの関数の最小値を ��最適勾配法と ��共役勾配法の両者で求めて結果を比較せよ．

���� 4 ��� � ��� 3 ���� � ���



　システム管理

［概要］システムの計画，設計，製作の工程の管理技法として広く用いられているＰＥ

ＲＴ，ＣＰＭについて述べる．

概要

ここで紹介するＰＥＲＴ，ＣＰＭは大規模システムの工程管理の手法として米国で開発

されたものである．工程管理は大別して工程の作成とその実施状況の管理に分けられる．

まず，前者の工程の作成では各単位作業の工程の積上げにより全体工程を作成するととも

に，所定の期間で，経済的に作業を完成するように計画の練直しが必要になる．作業の待

ち時間を減らし，人員のピ－クをならして平均化を図り，もし工程遅れがあれば，あいろ

となる部分の強化を行い，余裕のある作業は人員を減らして費用の低減を図るなどの検討

を行う．一方，実施状況の管理の面では，なんらかの異常事態により部分的に工程遅れが

生じた場合には，全体工程への影響を調査し，必要な強化策を採って全体への影響を最小

限に抑える必要がある．

このような検討は，システムが大規模になればなるほど各作業の相互の関係が複雑にな

り，容易ではない．これを計算機の支援のもとに行う技法がＰＥＲＴとＣＰＭである．Ｐ

ＥＲＴ（�#*2#$� ��$& $��*( $(' �����M ��%"(�N ��は工程管理用で，個々の単位作業の

工程の全体工程への影響を評価する技法である．ＣＰＭ（B#���%$& �$�" ���"*'）はＰＥ

ＲＴとともに用いられ，最も経済的な工程計画を作成するための技法である．以下では主

としてＰＥＲＴについて説明する．

ＰＥＲＴ

　図�	�に示す建築工程を例に説明する．データとしては文献 5�
6のものを使用した．Ｐ

ＥＲＴを実施するには表�	�に示すような各作業の所要日数などのデータを用意する．な

お，所要人員はＰＥＲＴでは必要がないが，人員の山積みに使用するので，ここに挙げて

置いた．これを基にＰＥＲＴでは，まず図�	�に示すアロ－ダイヤグラムを作成する．こ

れは作業を示す矢印（$##*M�と作業の開始点，終了点などの区切りを表す結合点 �(*'��よ

�
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図 �	�� アローダイヤグラムの例

り成立っている．このように結合点は直前の作業の終了点でもあり，後続の作業の開始点

でもある．矢印の横には作業名とその所要時間を記入している．また，点線で示す作業は

ダミ－（' ����作業といわれ，実質的な作業ではなく，作業手順上の条件を示している．

すなわち，ダミ－作業の開始点の条件が整わなければ終了点につながる，後続の作業が開

始できないことを意味している．

このようにして作成したアロ－ダイヤグラムをもとに次の検討を行う．

１）最早結合点時刻の計算

　最早結合点時刻（�$#&���� (*'� ����）とは，各結合点について最も早く取掛かれる時刻

である．つまり，この時刻より早くはその作業に取掛かれない．これは全作業の開始点よ

りアロ－ダイヤグラムの矢印に沿って前向きにたどり，それ以前の各作業時間の和として

求める．並行作業がある場合には，その区間の作業の最長の時間を採用する．したがって，

作業 � � ��を考え，作業時間を���，結合点  の最早結合点時刻を'��と表すと，

'�� 4 � ��	��



���� ＰＥＲＴ ��

表 �	�� ＰＥＲＴ用入力データ

= ��7K� 作業名 　 所要日 所要人員

始点 ��� 　 　終点 �K� 　 　

� � � 設計 � 


� � 
 整地 
 �


 � � 骨材 � �

� � � 内部設計 � �

� 
 
 基礎 
 



 � 
 加工 � �

� � � ダミー �

� � �� 設備設計 �� 


� 
 � 骨組 � �

�� � � 屋根 � �

�� � � 床 � 


�� � � 壁 
 �

�
 � �� 内装 � 


�� �� �� 配線 � �

�� �� �� 建具 
 


（註） �	  * �とする．

　　　 �	 ��7K�は小さい値から大きい値になるように並べる．

　 
	 ダミー作業も入れる．

'�� 4 �$:
�
�'�� 3���� ��	��

ここで  は並行作業を示している．

２）最遅結合点時刻の計算

　最遅結合点時刻（ &$���� (*'� ����）とは，各結合点で遅くても到達していなければなら

ない時刻である．換言すると，システムの完成期限よりみて，遅くともその時刻までには

作業を完了していなければならない．全作業の終了点よりアロ－ダイヤグラムを後向きに

たどりながら各作業時間の和として求める．並行作業がある場合は前項と同じく最長の時

間を採用する．したがって，結合点  の最遅結合点時刻を9��と表すと，

9�� 4 '�� ��	
�

9�� 4 ��(
�
�9�� ����� ��	��
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ここで �は並行作業を示している．

３）各種時刻の計算

最早結合点時刻，最遅結合点時刻，作業時間をもとに次の各種時刻を計算する．

今，作業 � � ��（ �7Kは結合点の番号を表す）を考えると，

	 最早開始時刻（�$#&���� ��$#� ����） '-��

作業 � � ��が最も早く取りかかれる時刻であり，次式で求める．

'-�� 4 '�� ��	��

	 最早終了時刻（�$#&���� O(��" ����）'!��

作業 � � ��が最も早く終わる時刻で次式で求める．

'!�� 4 '-�� 3��� ��	
�

	 最遅開始時刻（ &$���� ��$#� ����） 9-��

作業 � � �� について完成時刻よりみて最も遅らせて開始できる時刻．

9-�� 4 9�� ���� ��	��

	 最遅終了時刻（ &$���� O(��" ����） 9!��

作業 � � ��について完成時刻よりみて最も遅らせて終了させてよい時刻．

9!�� 4 9�� ��	��

４）余裕時間の計算

　上記各時刻を基につぎの余裕時間を計算する．

�� 全余裕時間（����� ����）

他の作業を極限までに前後にずらした時に得られる余裕時間であり，作業 � � ��の全余裕時

間�!��は次式で求められる．

�!�� 4 9-�� �'-�� ��	��

�� 自由余裕時間（ ���� ����）

後続の作業に影響なくずらすことのできる余裕時間であり，作業 � � ��の自由余裕時間!!��

は次式で求められる．

!!�� 4 '�� �'!�� ��	���
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表 �	�� 各種時間

作業 �+K ��� 9�� '�� '-�� '!�� 9-�� 9!�� �!�� !!��

�+� � � � � � � � � �

�+
 
 � � � � � � � �

�+� � � 
 � 
 � 
 � �

�+� � � �� � �� � �� � �


+
 
 � �� � �� � �� � �

�+
 � 
 �� 
 �� 
 �� � �

�+�� �� �� �� �� �� �� �� � �


+� � �� �� �� �� �� �� � �

�+� � �� �� �� �� �� �� � �

�+� � �� �� �� �� �
 �� � �

�+� 
 �� �� �� �� �� �� � �

�+�� � �� �� �� �� �� �� � �

��+�� � �� �� �� �
 �� �� � �

��+�� 
 �� �� �� �� �� �� � �

以上に述べた各種時間を先に挙げた建築工程について求めたのが表�	�である．

５）クリティカルパスの探索

　クリティカパス（%#���%$& 0$�"�とは，全作業の開始点から終了点の間で，最も時間を要

する各作業を結んだ経路をいい，この経路の作業に要する時間より早くは全作業を終える

ことはできない．前項で計算した全余裕時間が零になる作業を結んだ経路がこれに相当す

る．図�	�（文献 5�
6）では太線で示している．全体の工程を管理するには，このクリティ

カルパス中の作業に注目すればよい．また，工程の短縮を必要とする場合にはこのパスの

作業について短縮を図ればよい．

６）山くずしによるスケジュールの調整

人員などのピークを平坦化して経済性を図るため，余裕時間などを利用して作業計画を見

直しをする．まず図�	
に示すような横軸に日時，縦軸に各作業に必要な人員を積算して記

入した山積み図を作成する．この図を参考にしながら，ピークなっている部分の平坦化を

図る．そのためには余裕時間を参照しながら作業を前後にずらすことを行なう．

７）ガントチャ－トの作成

　　アロ－ダイヤグラムは前記の検討には有効であるが7日常の工程の管理には必ずしも適

していない．図�	�に示すガントチャ－ト �-$(�� %"$#��は時間を横軸にして作業を示して
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いるので7各作業の進度管理など日常の管理には便利であり7アロ－ダイヤグラムに代って

用いられている．アロ－ダイヤグラムをもとに計算機を用いて簡単にガントチャ－トを作

成することができる．

　以上がＰＥＲＴの概要である．ＰＥＲＴの効用はもちろん工程計画作成への支援であ

るが，日常の工程管理の面での支援も大きい．一度，アロ－ダイヤグラムを計算機内に作成

しておけば 7ある作業時間に変更を生じた場合にも7新しい時間を入力することにより，最

早結合点時刻，最遅結合点時刻，余裕時間，クリティカルパスなどが簡単に算出でき，工

程の再検討が直ちにできる．

　ＰＥＲＴを実際に適用する際の問題点としては各単位作業への分割，作業間の手順関

係の検討や作業時間の見積りがある．特に作業の手順は，例で示したほど単純ではなく，部

分的な並行作業や先発作業などによる工程短縮手段をとっているので，アロ－ダイヤグラ

ムは複雑になる．したがって多少の割切りは必要であろう． 　　　　　　　　　　　　　

　作業時間の見積りに対しては統計的なばらつきを考えて，次のようにして求めた期待



���� ＣＰＭ ��

時間

費用

特急作業

標準作業

図 �	�� 費用勾配

時間��を使用する場合が多い．

�� 4 ��� 3 ��� 3 ����
 ��	���

�� 4最も楽観的な見積時間

�� 4最も悲観的な見積時間

�� 4平均的な見積時間

ＣＰＭ

　ＰＥＲＴにより工程をたてた結果，クリティカルパスの工程が所定の期限を超過した

場合には，各作業を見直して，いずれかの作業工程を短縮する必要がある．これを経済的

に行う手法がＣＰＭである． 一般に作業時間は投入資源（設備や人員）と関係があり，資

源を投入することにより作業時間を短縮できる場合が多い．一般に図�	�に示すような曲線

になる．各作業の標準作業と最短の特急作業とにおける，作業時間と費用との関係を図の

ように直線近似した時の勾配をその作業の費用勾配といい，これを指標にしてつぎのよう

にして経済的な工期短縮を図る．

費用勾配 4
特急費用�標準費用
標準時間�特急時間 ��	���

　クリティカルパスにある作業の内，費用勾配が最小な作業を優先して短縮をおこなうの

が最も経済的である．個々の作業で短縮できる時間に限界（特急時間）があるので，これ

を考慮して目的の時間短縮ができるまで，費用勾配が小さい作業から順に各作業の時間短

縮を行なえばよい．これは数理計画法の問題として解くことができる．ただ，平行作業が
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ある場合にはクリティカルパスの作業を短縮して行けば，やがて，他の平行作業の方がク

リティカルパスになる場合があるので7この点を折込んでの検討が必要である．

　演習問題

�	� 　卒業研究課題についてのＰＥＲＴを行え．アローダイヤグラムを作成し，クリティカ

ルパスを求め，各種時刻を計算し，そしてガントチャートを作れ．



　システム信頼性

［概要］システムの重要な機能である信頼性について，信頼性に関する定義や指標，故

障モデル，システムの信頼度の算定，信頼性解析技法などを中心にのべる．

信頼性の概念と評価指標

　信頼性を論ずるに際しては，その概念や評価の尺度を明確にしておく必要がある．本

節ではこれらに関する基礎的な事項について説明する．信頼性に関する用語は日本工業規

格��� �����+����に規定されている．まず信頼性は

系，機器，部品などの機能の時間的安定性を表す度合または性質

と定められている．一方，信頼度については

系，機器，部品などが，規定の期間中，規定の機能を遂行する確率

と規定されている．このように信頼性は定性的な表現であるのに対し，信頼度は定量的な

尺度といえる．

����� 信頼度関数と故障率

1個の同一特性をもつ要素よりなるシステムを考える．使用を開始して �時刻および �3J�

時刻での正常な（故障していない）要素の数をそれぞれ ����，���3J��とすると単位時間

の故障頻度は次式となる．

����� ��� 3J��

1

�

J�

　従ってJ�時間を零に近づけた極限値をもって故障密度関数（ 1$�& #� '�(���� 1 (%��*(）

����と定義する．すなわち

���� 4 &��
����

����� ���3J��

1

�

J�
4 � �

1

��

��
��	��

故障密度関数の時間 �の積分値! ���を累積故障分布関数（% � &$���� '�(���� 1 (%��*(）ま

たは不信頼度関数という．

���
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図 �	�� 信頼度関数と故障率の例

! ��� 4

� �

�

������ ��	��

! ��� 4

� �

�

������ 4 � ��	
�

信頼度関数（#�&�$!�&��� 1 (%��*(）は次のとおり定義する．

)��� 4 �� ! ��� 4 ��
� �

�

������ 4

� �

�

������ ��	��

故障率（ 1$�& #� #$��）7��� は単位時間に故障を起こす確率を表し，上記で定めた関数を用

いてつぎの通り定義する．

7��� 4
����

)���
4 � �

)���

�)���

��
4

�

�� ! ���

�! ���

��
��	��

故障率は瞬間故障率 と言われることもある．

従って信頼度と故障率とにはつぎの関係が成り立つ．

)��� 4 �:0��
� �

�

7������ ��	
�

上に定義した関数の一例を図�	�に示す．

����� 信頼性の指標

　信頼性に関するいくつかの重要な指標を挙げる．

１）ＭＴＢＦ（��� !��� "��#�� $��%��）&平均故障間隔

　修理可能な設備において故障発生からつぎの故障発生までの時間の平均値であり，つぎ

のとおり定義される．

��A� 4

� �

�

� � ������ ��	��



���� 信頼性の概念と評価指標 ��


故障率が時間に関して一定7の場合は

)��� 4 �:0��7�� ��	��

���� 4
�!

��
4 ��)

��
4 7 �:0��7�� ��	��

��A� 4

� �

�

�7 �:0��7���� 4
�

7
��	���

となる．

２）ＭＴＴＦ（��� !��� !� $���%��）：故障までの平均時間

　故障したら修理せず廃却または新品に交換するユニットに対し使用開始から故障までの

時間の平均値をいう．

ＭＴＢＦと同じく故障率一定の場合には次式で表される．

���� 4
�

7
��	���

本指標は電子部品のように修理できないものに適用する．

３）ＭＴＴＲ（��� !��� !� '������：平均修復時間

　設備が修復のため休止している時間の平均値を示す．修理して再使用可能な設備に適用

する．

ＭＴＢＦの時と同じく，次式により修理率, を定義できる．

, 4
�

����
��	���

４）ＭＵＴ（��� (� !���）：平均動作可能時間

　動作可能な時間の平均値．

５）ＭＤＴ（��� )�# !���）：平均動作不可能時間

　動作不可能な時間の平均値．これは修復のための休止時間のほかに待時間なども含ま

れる．

６）アベイラビリティ（*+����������）

　修理可能なものに対し用い，特定の瞬間に機能を維持している確率を示す．

アベイラビリティ（Ａ）は次式でもとめる．

� 4
�D�

�D�3�.�
��	�
�

または

� 4
��A�

��A� 3����
��	���

で求めることも多い．

設備の稼働率を高めるにはアベイラビリティを高くする必要があり，これには
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xx n  個

図 �	�� チェーンモデル

	 ＭＴＢＦまたはＭＵＴを高める．すなわち構成要素の信頼性を高めるか，システム
の冗長化等を行う．

	 ＭＴＴＲまたはＭＤＴを低める．すなわち故障発見および修復時間を短縮する．

のいずれか，あるいは両者の併用により実現できる．

例題 �,�

ある電子装置のＭＴＢＦが ��7���時間，ＭＴＴＲが 
�時間のとき，以下に答えよ．

　１）故障率

　２）アベイラビリティ

　３）アベイラビリティを �	���以上にするにはＭＴＴＲをいくら以下にせねばならないか．

［解答］

　１）7 4 �

��A� 4 �� ���	��／時間�

　２）� 4 ��� �������� ���3 
�� 4 �����

　３）���� 4 � �

� � ����A� であるので，� � ����� のためには

���� � �
�

�����
� ��� ��� ��� 4 �����時間�

故障モデル

����� 故障のモデルとワイブル分布

　ワイブル分布 �P��! && '���#�! ��*(� はワイブル（P	P��! &&）が金属材料の疲労寿

命の研究に使用したものであり，１つの数式で各種の分布を表すことができて便利である．

ここではこの考えに沿った故障モデルとワイブル分布について説明する．

　まず，故障のモデルとして図�	�に示すチェーンモデルを考える．�個のチェーンにスト

レスとして力�を加えた時，もし１個でもチェーンが切れると全体が切れチェーンの用を

なさない．これはいずれかが故障すると全体が故障するという故障の実際に対応している．

このモデルを基にワイブルはストレスとして時間を考え，つぎの累積故障分布関数! ���の

式を導いた．

! ��� 4 �� �:0��� �� :

&
��� ��	���



���� 故障モデル ���

図 �	
� 故障率曲線

これがワイブル分布関数である．ここで

　　� ：形状母数

　　& ：尺度母数

と言われる．

　ワイブル分布の性質について簡単に述べる．

　故障密度関数����および故障率7���は

���� 4
�! ���

��
4

�

&
�
�� :

&
���� �:0��� �� :

&
��� ��	�
�

7��� 4
����

�� ! ���
4

�

&
�
�� :

&
���� ��	���

ここで

& 4 �� : 4 �

とすると故障率7���は次式となる．

7��� 4 ����� ��	���

7���の形状母数�による変化の一例を図�	
に示す．

このように�の値により種々の故障パターン を表すことができ，つぎのように分類できる．

� * �故障率減少形

� 4 �故障率一定形

� / �故障率増加形
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図 �	�� ワイブル確率紙

つぎに尺度母数の意味につき補足する．式 ��	���にて �� : 4 &とすると

! �&� 4 �� 
�� 4 ��



すなわち

Qが故障し，
�Qが生き残る時間を示していることになる．

つぎに実データに基づき形状母数および尺度母数の推定法について述べる．式（�	��）に

おいて : 4 � と置くと

�� ! ��� 4 �:0��� �

&
���

したがって，この逆数の２回の自然対数を取ると

&( &(
�

�� ! �� �
4 � &( ��� &( &

となる．このように横軸を &( �，縦軸に &( &( �
��� �� � で表わしたグラフをワイブル確率紙

と呼んでいる．図�	�にこれを示す 5��6．この用紙の上に実際の故障データより求めた � と

! ��� を記して行き7 図�	�に示すように近似直線を引くと，直線の勾配より形状母数 �が

求められる．また縦軸（ &( � 4 � ）との交点より � &( &が得られるので，先に求めた �を

代入して & が求められる．

なお，! ���の求め方はつぎのようにすればよい．例えば，試験した部品の数が最初に1

個あり，�時間後までに  ��� 個が故障したとすると ! ��� 4 ����
� とする．
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傾斜 = m

-m l  ηn

l   ln n 1 - F(t)
1

l   tn0

図 �	�� ワイブル分布の母数の推定法

����� その他の分布

ワイブル分布のほかにつぎの分布もあり目的に応じて用いられている．

�	 二項分布： 不良率（または故障の確率）+，良品率 6 4 �� +をもつ大きなロットか

らランダムに抽出したサンプルの不良率（故障の確率）として定式化される分布．

�	 ポアソン（�*���*(）分布： 二項分布において不良個数の期待値を一定にして + � �

にした極限の分布であり，+の小さな二項分布はポアソン分布で近似できる．


	 正規分布： 平均値,，標準偏差;を母数とし故障率がつぎの式で表される分布．

���� 4
��
��;


�
������

��� ��	���

�	 指数分布： 故障率一定の分布であり，ワイブル分布において形状母数�の特別な場

合に相当する．

����� 故障パターンと対策

故障の発生状況はその対象により変わってくる．軸受の場合と電子部品とでは当然，様

子が異なるが大局的にみると，故障の表れ方，すなわち故障率の時間に対する変化が，ワ

イブル分布にて述べたように，つぎの３種のパターンに分類できる．

�	 減少形 　ＤＦＲ 　（.�%#�$��(2 �$�& #� �$��）� 時間とともに故障率が減少するタイ

プで，電子部品などの初期故障がこれに相当する．

�	 一定形 　ＣＦＲ 　（B*(��$(� �$�& #� �$��）� 故障率が一定のタイプであり偶発故障

とも呼ばれている．電子部品などの故障の多くはこのタイプを示している．
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表 �	�� 故障パターンとその方策

パターン 故障率（λ 
(t)）

ワイブル分布の
形状母数 有効な手段

減少形
ＤＦＲ

ｍ＜１
初期故障

製造上の改善
（デバッグなど）
調整，試運転の改善

一定形 ｍ＝１
偶発故障

事後保全
コンディション
モニタリング

ＣＦＲ

増加形
I  ＦＲ

ｍ＞１
磨耗故障

定期的な取換え
コンディション
モニタリング

減少

増加

一定


	 増加形 　ＩＦＲ 　（�(%#�$��(2 �$�& #� �$��）� 時間とともに故障率が増加を示すも

ので摩耗故障とも言われ，ベアリングなどでその寿命が近づきつつある状態で現れる．

　これらの故障に対する方策はそれぞれのパターンに応じたものを用いる必要がある．そ

の状況を表�	�に示している．表中に示すように設備診断技術による故障の防止はＩＦＲタ

イプのものに最も有効であり，ＤＦＲタイプではデバッグなど製造上の対策の方が効果的

である．

普通，殆どのものはこれらＤＦＲ，ＣＦＲ，ＩＦＲをそのライフサイクル中に図�	
のよ

うに示す．この曲線はその形の西洋風呂との類似からバスタブ曲線（!$�" �$! % #��）と

言われている．

システムの信頼度

����� 直列系，並列系の信頼度

　システムの信頼度はシステムを構成する要素の信頼度とその要素の組合せ方とにより

定まる．ここではその代表として直列系と並列系の両者についてその信頼度を考える．

直列系

　まず直列系では図�	�に示すように，各要素が直列に接続されているので，すべての要素

の機能が正常であって，はじめて全体システムは正常に機能する．従って�個の要素より

なるシステムを考え，各々の信頼度を)�����  4 �� � � � � �とすると7全体システムの信頼度
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故
障
率

初期故障期
（幼児期）

磨耗故障期
（老年期）

偶発故障期（青壮年期）
予防保全による
故障率の切り下げ

耐用寿命

時間

図 �	
� バスタブ曲線

R
1

R
2

R
n

図 �	�� 直列系

)����は次式で与えられる．

)���� 4 )���� �)���� � � �)���� 4

�

���

)���� ��	���

したがって，故障率で表すと，

)���� 4 �:0��
��
���

� �

�

7������� ��	���

となる．さらに故障率が一定の指数分布の故障の場合は

)���� 4 �:0��
��
���

7��� ��	���

となり，全体システムの故障率はつぎのとおりになる．

7� 4

��
���

7� ��	�
�

また��A�（または����）で表わすとつぎのようになる．

�

��A�
4

��
���

�

��A��
��	���

並列系

　一方，並列系（図�	�）の場合は並列に接続されている全ての要素が故障して初めて全体
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R2 RnR1

図 �	�� 並列系

システムが故障となる．従って各要素の不信頼度関数を! ����  4 �� � � � � �とすると，全体
システムの不信頼度関数!����は

!���� 4 !���� � !���� � � �!���� 4

�

���

!���� ��	���

したがって，信頼度に直すと

)���� 4 �� !���� 4 ��
�

���

���)����� ��	�
�

となる．

ここで特に２個の並列系の場合を考えると 5��6

)���� 4 �� ���)��������)����� 4 )���� 3)�����)����)���� ��	���

両辺を微分すると，式（�	�）の関係より

����� 4 ����� 3 ������ �����)�����)���������

4 !��������� 3 !��������� ��	���

ここで !����� ����� はそれぞれ累積故障分布関数，故障密度関数（����� 4 �!�������）を

表わす．ここでいずれも故障率が一定の指数分布の故障とすると，

!���� 4 ��)���� 4 �� �:0��7���

!���� 4 ��)���� 4 �� �:0��7���

であるので，これを上式に代入すると，��A�� �または ����� �はつぎのようになる．

��A�� 4

� �

�

��!��������� 3 !������������

4
�

7�
3

�

7�
� �

7� 3 7�

4 ��A�� 3��A�� � ��A�� ���A��
��A�� 3��A��

��	���

特に 7� 4 7� 4 7の時は並列化により次のように��A�が ��Q増加することが分かる．
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��A�� 4



�7
4




�
��A� ��	
��

以上では��A�について述べたが，����についても同様に成り立つ．

例題 �,�

ある電子装置があり，�個のパワートランジスタ，１０個のダイオード，５個のコンデン

サおよび２０個の抵抗により構成されている．各部品のＭＴＴＦがパワートランジスタが

��
時間，ダイオードが ���時間，コンデンサが ��
時間，抵抗が ���時間であるとしたと

き，この電子装置のＭＴＴＦはいくらになるか．

［解答］この電子装置ではいずれの部品が故障しても使えないので部品は直列系を構成

していることになる．したがって，式（�	��）を適用して

�

����
4

�

��

3

��

���
3

�

��

3

��

���
4

��

��


すなわち

���� 4 �� 


（時間）

となる．

例題 �,�

��A�が ��7���時間の電子装置�台を並列に使用した場合に ��A�はいくらになるか．

［解答］

��A�� 4 �� ��� ���� ��� ���� ��� ���

�� ��� ���
4 ��� ���

����� マルコフモデルによる冗長系の解析

冗長系のような状態変化を伴うシステムの信頼性の解析はマルコフモデルによる解析が

有効である．今，対象とするシステムが単純なマルコフ過程に従うとする．図�	�に示すマ

ルコフモデルを考えると，つぎの関係が成立する．

<���3J�� 4 +��<���� 3 +��<���� ��	
��

ここで-�� -�は状態を示し，<����� <���3J��はそれぞれ時刻 �に状態-�，次の時刻 �3J�

に-�にある確率を示している．+��は-�から -�に移る確率を示し遷移確率という．したがっ

て +��は-�の状態に留まる遷移確率を示している．

いま，一般的に �3�個の状態-�� � � � � -�が時刻 �とつぎの時刻 �3J�で取りうる確率を

それぞれ <����� � � � � <����および <���3J��� � � � � <���3J��とすれば，つぎの式で表せる．
�
����

<��� 3J��
			

<��� 3J��

�
���� 4

�
����

+�� � � � +��
			

			

+�� � � � +��

�
����

�

�

�
����

<����
			

<����

�
���� ��	
��
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 S S

p p

p

i i j j

i j
i j

t +Δ t 

図 �	�� 状態遷移グラフ

ここで行列

+ 4 　

�
����

+�� � � � +��
			

			

+�� � � � +��

�
���� ��	

�

を遷移行列（�#$(����*( �$�#�:）という．ここで
��

���

+�� 4 ��  4 �� � � � � � ��	
��

が成立する．

　遷移確率+��は故障率一定 7（指数分布）の確率過程では

+�� � 7J� ��	
��

と表すことができる．何故なら

����

)���
4 7

従って

)��� 4 �:0��7��� ���� 4 7 �:0��7�� ��	

�

+���� 3J���� 4 �

)���

� ����

�

������ 4 �� �:0��7J�� � 7J� ��	
��

　冗長系の解析ではこのマルコフモデルによる解析が有効である．その一例をつぎに示す．

冗長系にはつぎの２種があるので，それぞれについて解析してみる．なお，ここでは２台

の冗長系について考える．

�	 並列冗長系：常時，２台が使用状態にあり，いずれが故障してもそのまま運転を継続

し，その間に故障した１台を修理する．修理が終わると，再び並列運転に入れる方

式である．この方式の場合，２台とも故障しない限り，運転は中断なく続けられるた

め，システムに対して影響を与えない．
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 S S0 1 S2

1 - 2λΔ t 1 - ( λ+ μ) Δt 1 - 2μΔ t

μΔt 2μΔ t

2λΔ t λΔt
健全 １台故障 ２台故障

λ：故障率
μ：修理率

図 �	��� 並列冗長系の状態遷移グラフ

�	 待機冗長系：常時は１台のみを使用し，他は待機状態にある．使用中のものが故障

すると，他の待機中のものに切り替えて，再び運転を続ける．この方式の場合，故

障時に待機中のものと切り替えるため，一時的に運転を中断せねばならない．また，

待機中のものは時々，状態が正常であることの確認が必要となるが，使用状態にない

ため，劣化は起こらない利点がある．

１）並列冗長系

ここでは �台の並列冗長系のアベイラビリティを求める．図�	��が以下で解析する冗長

系の状態遷移グラフである．ここで-�� -�� -�はそれぞれ健全，１台故障，２台故障の状

態を表している．7� ,はそれぞれ故障率，修理率を表す．

-�� -�� -�の状態にある確率を<����� <����� <���� とし，かつ

< ��� 4 5<����� <����� <����6
�

とすると

< �� 3J�� 4

�
���

��� �7J�� ,J� �

�7J� ��� �7 3 ,�J�� �,J�

� 7J� ��� �,J��

�
���< ��� ��	
��

従って

�<

��
4 &��

����

< ��3J��� < ���

J�
4 +�< ��� ��	
��

ただし

+� 4

�
���
��7 , �

�7 ��73 ,� �,

� 7 ��,

�
��� ��	���
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< ���の初期条件を< ���として上式のラプラス変換を行うと

	< ��	�� < ��� 4 +�< ��	�

したがって，

< ��	� 4 �	� � +� ���< ��� ��	���

また < ���� < ��	� の各要素を

< ��� 4 5<����� <����� <����6
�

< ��	� 4 5< �� �	�� <
�
� �	�� <

�
� �	�6

�

と表わす．

ここでアベイラビリティを求める．初期条件を< ��� 4 ��� �� ���とし，１台故障までは

正常に動作するので，アベイラビリティはつぎのようになる．

���� 4 <���� 3 <���� ��	���

したがって，アベイラビリティのラプラス変換は

���	� 4 < �� �	� 3 < �� �	� ��	�
�

� ��でのアベイラビリティの定常値はラプラス変換の最終値定理

� 4 &��
���

	���	�

を用いて

� 4 �� 7�

�,3 7��
��	���

また，ＭＴＢＦとＭＴＴＲを用いてアベイラビリティを表現すると

� 4 �� �����

���A�3������
��	���

２）待機冗長系

並列冗長系の場合と同様に �台の待機冗長系のアベイラビリティを求める．図�	��にその

状態遷移グラフを示す．-�� -�� -�はそれぞれ健全（１台使用中，他の１台は待機中），１

台故障（他の１台は修理中），２台とも故障の各状態を表している．7� ,は前と同じく故障

率，修理率を表す．並列冗長系との違いは健全状態から１台故障状態への遷移確率が半分

（１台分）になっていることである．したがって，遷移確率はつぎのようになる．

+� 4

�
���
�7 , �

7 ��7 3 ,� �,

� 7 ��,

�
��� ��	�
�
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 S S0 1 S2

1 - λΔ t 1 - ( λ+ μ) Δt 1 - 2μΔ t

μΔt 2μΔ t

λΔ t λΔt

λ：故障率 μ：修理率

１台使用中
１台待機中

１台使用中
１台故障修理中

２台とも故障
修理町

図 �	��� 待機冗長系の状態遷移グラフ

並列冗長系と全く同様の方式でアビイラビリティを求めると，

� 4 �� 7�

�, 3 7�� 3 ,�
��	���

また，ＭＴＢＦとＭＴＴＲを用いてアベイラビリティを表現すると

� 4 �� �����

���A� 3������ 3��A��
��	���

例題 �,�

あるシステムを構成する方法として二つの方式を検討中である．ひとつは ��A� が

��7���時間で ���� が ��時間の装置を使用する案であり，いま一つの案は ��A� が

�7���時間で ����が �� 時間の装置を２台使用して並列冗長系とする方式である．いず

れの方式がアベイラビリティが高いか．

［解答］両案のアベイラビリティを求めてみる．

第１案では

�� 4
��� ���

��� ���3 ��
4 ������

第２案では

�� 4 �� �
��

�� ���3 ��
�� 4 �� ���� ���� 4 ��������

となり，明らかに第２案の方がアベイラビリティが高い．

例題 �,�

��A� が �7���時間で ���� が �� 時間の装置を２台使用して並列冗長系とした場合

と待機冗長系にした場合とのアベイラビリティを比較せよ．

［解答］両方式のアベイラビリティは以下のとおり，

並列冗長系では
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 �� システム信頼性

表 �	�� ＦＴＡとＦＡＭＥＡ／ＣＡ

ＦＴＡ 　 ＦＭＥＡ／ＣＡ 　

システム � 部品 部品 � システム

�*0 .*M(（結果から原因を） 　 A*��*� D0（原因から結果を）

分析的 総合的 　

論理図．相互関係が分かる 表による解析．相互関係がやや不明確

多重故障の分析も可能 単一故障の上位への波及

安全性の解析 信頼性の解析

�� 4 �� ���

��� ��� 3 ����
4 ��������

待機冗長系では

�� 4 �� ���

��� ��� 3 ���� 3 �� ����
4 ��������

システム信頼性解析手法

信頼性，安全性の解析手法として代表的なものにＦＭＥＡ／ＣＡ（�$�& #� �*'� �R�%�

�($&���� G B#���%$&��� �($&����，故障モード影響解析）とＦＴＡ（�$ &� �#�� �($&����，

事故樹解析）があり，いずれも広く用いられ信頼性，安全性の向上に大きく貢献している．

ＦＭＥＡ／ＣＡとＦＴＡは表�	�に示すように互いに逆の関係にある．ＦＴＡは個々の要

素から見た全体への影響の解析であり，主として設計段階の信頼性解析に用いられている．

これに反しＦＭＥＡ／ＣＡはシステム全体の事故に着目し，これに関わる要因を分析する

もので，安全性の解析である．両者の出発点は異なるが目的とするところは同じである．

ＦＴＡでは要素間の関係を解析し，論理的であることから安全面で多く用いられている．

ＦＴＡのようなグラフに基づく解析法としてはこのほか次のものも用いられている．

�	 ＨＡ（/$)$#' �($&����）：方法はＦＴＡとほぼ同じであるが，ＦＴＡの事故の代わ

りに ハザードすなわち人間に与える傷害，死亡に重点を置いている点が異なる．

�	 ＥＴＡ（���(� �#�� �($&����）：事故では初期の軽微な事故が起因となり，つぎつ

ぎ に発展して重大な事故に発展する場合が殆どである．それを定量的に分析するた

め発展段階の各事象（成功か失敗かなど）を図�	��$�に示す木グラフ表現で表して

事故発生確率，損失期待値などを求める解析法である．
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初期事象

Y

N

Y

N

Y

N

a)   ETA   

1

2

3

4

5

6

b)  RG  

図 �	��� ＥＴＡとＲＧのグラフ表現


	 ＲＧ（��&�$!�&��� -#$0"）：ＦＴ（事故樹）が事故に着目したグラフ表現であるのに

対しＲＧは健全側に着目したもので互いに双対の関係にある �図�	��!��．

����� 故障モード影響解析（ＦＭＥＡ／ＣＡ）

ＦＭＥＡ／ＣＡはＦＭＥＡとＦＭＥＣＡの意であり，両者の違いはつぎの通りであり，普

通は両者を一つにしてＦＭＥＡ／ＣＡまたはＦＭＥＡ／ＦＭＥＣＡと呼ばれることが多い．

いずれもシステムを構成する個々の要素の故障のシステム全体への影響を分析したもので

ある．

	 ＦＭＥＡ：システムの設計評価のための解析手法で，システムに潜在する故障の影
響を理論的に解明し，信頼性向上のための指針を与える系統的な手法であり，一定の

様式に基づき解析がなされる．

	 ＦＭＥＣＡ：各構成要素の事故確率を考え事故の重大性の定量的な解析を一定の公
式に基づいて行う手法である．

�� ＦＭＥＡの手順

つぎの順序で解析を進める．

�	 システムを定義する．解析するシステムを規定する．構成要素からなる論理ブロック

線図が有効である．例えば図�	�
に示すようなブロック線図を作り，構成要素とそれ

らの相互関係を示して置くとよい．

�	 ＦＭＥＡを行う基礎となる条件を明確にする．

	 システムの目的（１次，２次，� � �）
	 環境や運転などからもたらされる制約
	 システム要素の故障の中身
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手動開閉
バルブ

安全弁 バーナ

パイロットヒート
センサ

パイロット

ガス

ホットエア

110V
電源

加熱サブシステム

エ
ア
供
給
サ
ブ
シ
ス
テ
ム

センサシステム
サブシステム

過熱センサ
サーモ
スタット

電源 ホットエア
センサ

戻りダクト

フィルタ

送風機

ダクト

プレナム
チャンバー

図 �	�
� 加熱システムのブロック線図


	 システムを構成するハードウエアや機能などの説明を行う．

ブロック線図と記述法との併用による．ブロック図では直列・並列関係，冗長関係を

明示する．

�	 各要素故障のモードとその影響を分析し，図�	��に示すような一定の様式の表によ

り示す．

表の項目としては例えば次のものがある．これらすべてを入れる必要はなく，対象の

システムや装置の性格など考えて取捨選択すればよい．

	 部品番号：部品の識別のための番号，ブロックダイヤグラムとの対応番号など．
	 部品名（または要素名）：ブロックダイヤグラムに記載した名称．
	 機能：その部品の働きを記す．
	 故障モード： 故障開，故障閉，破壊，亀裂，汚損，漏れ，接触不良，動作不良，
など．

	 故障原因
	 故障の影響： 部分的な影響と全体システムへの影響とに分けて記すのがよい．
影響の重大性なども記す．
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部品
番号

部品名 機能 故障モード
最終システム

故障原因 故障の影響

部分的
故障検出法 対策

SS-2 ホットエア
センサ

動作不良 空気温度
の検出

回路の故障 空気温度制御
が不能となる

空気温度の
異常上昇

取り替え

SS-3 過熱センサ 燃焼ガス温
度の検出

低温で
動作

センサ部分
の故障

ガスの燃焼が
すぐ止まる

空気の温度が
上がらない

空気の温度とガ
スの燃焼状況

取り替え

空気温度
の検出

図 �	��� 加熱システムの����

	 故障検出法：どのような方法があるかを記す．
	 対策： 故障した場合の対策を記す．
	 補償手段：故障時のバックアップなど補償手段が講じられているか否かを記す．
	 運転時期： 連続運転か断続運転かなどを含め運転方法，使用方法を記す．これ
により対策が違ってくる．

	 修復時間： 故障時の修復時間の推定値を記す．

こうして作成した表は上長が承認する手続きを明確にして置く．このように関係者

が文書により確認するのが大切である．

�� ＦＭＥＣＡ

ＦＭＥＡにＣＡ（B#���%$&��� �($&����）を加えたもので，各部品ごとにつぎの解析を行

ない，先に示した����の表の最後に下記の欄を追加して記載する．

�	 故障発生確率： 環境条件，使用状態でのストレス，運転時間などを考慮して発生確

率を計算する．

�	 致命度ランク： 故障発生確率，システムあるいは人間に与える影響の程度を考慮し

て，�ランク（軽微，非致命的，致命的，壊滅的）位に区分けした番号で示す．

����� 事故樹解析（ＦＴＡ）

��� はシステムとして望ましくない事象すなわち故障を定義し，これを出発点に，故

障を起こす原因をトップダウン的にたどることにより原因を明らかにするとともに安全性

を定性的並びに定量的に評価する技法である．対象としてはプラント，システム，または

装置など種々あるが一般に大規模のものに適用される場合が多く，したがって，��� の実

施の際は関係の技術者がチームを編成したり，会議などにより検討するなどが行なわれる．

その手順としては図�	��に示す順序で行なわれる．
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対象プラントの事象分析

頂上事象の設定

Fault  Tree  作成  

Fault  Tree   の構造分析   

事象の発生確率の計算

信頼性の解析，評価，対策

ステップ１

ステップ２

ステップ３

ステップ４

ステップ５

ステップ６

予想される重大事故危険状態等

頂上事象を生じさせる原因の分析，整理

見落とし，矛盾のチェック

ブール代数を用いて計算する

１）頂上事象の発生確率が許容できるか

２）頂上事象に対する寄与度の大きなもの
　　から重点的に対策を考える

図 �	��� ＦＴＡの手順

まず，ステップ１では頂上事象を設定する．頂上事象とは���を行なう対象のプラン

ト，システム，装置などの故障の中で最も重大なものを指し，通常はシステム全体の故障

を選ぶ．

ステップ２では頂上事象から出発し，それぞれの原因になる事象を順番に挙げて，かつ

事象相互の関係すなわち�?.の関係，@�の関係など論理的な関係も明らかにして行く．

この際，どこまで細分して行くかも決めて置く．このように分析を行なう最小の単位とな

る事象を基本事象と呼んでいる．

ステップ３ではこうして集めた各事象の因果関係をグラフの木で表わす．これをフォー

ルトツリー ���7 �$ &� �#��）と呼んでいる．その作成には図�	�
に示す記号を用いる．こ

うして作られたフォールトツリーの簡単な一例を図�	��に示す．こうして作られたフォー

ルトツリーは関係者間で検討し，見落とし，矛盾などが無いかなどの多面的な調査を行な

い，精度の高いものにする努力が必要である．

ステップ４ではこうして作られたフォールトツリーに対して構造的な分析を行なう．例

えば，後で述べるカットセットやパスセットを求めて定性的な安全性を調べたり，二重系

などのバックアップシステムや手動システムの要否などの検討も行なう．

ステップ５では定量的な分析を行なう．基本事象の故障データすなわち故障確率のデー

タを集め，それと各事象間の因果関係や論理関係に基づいて，ブール代数を利用して順次

上位の事象の発生確率を求め，頂上事象の確率に到達するまで計算を進める．

ステップ６ではこうして得られたフォールトツリーや各事象の発生確率を見ながら総合

的な検討を行なう．例えば
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出力

入力

AND

OR

連結記号

条件 条件付きゲート

事象

（他とのつながり）
基本事象

（更に展開する必要のない事象）

図 �	�
� フォールトツリーに使用する記号

異物
混入 過負荷 リレー

不動作

リレー
故障

軸受け
損傷

巻線
過熱

過速度

発電機
故障

軸受
焼付

保護装置
不動作

速度制御
故障

ポンプ
停止

2 3

図 �	��� フォールトツリーの一例
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�	 頂上事象（すなわち全体の故障）の発生確率が許容できるか．許容できれば終了で

あるが，許容できない場合は以下に述べる方法で検討を行なう．

�	 頂上事象の発生確率に寄与する程度の高い事象から重点的に対策を考える．対策と

しては，基本事象については故障確率の小さいものすなわち信頼性の高いものに変

えるか，複数使用して並列冗長システムを構成して信頼性を高めるなどを行なう．ま

た中間事象については信頼性を高める方策としては論理関係を利用して，新しく要

素を追加したり，冗長系にしたりする．あるいはシステムの構成を基本的に変えてし

まうなども行なう．

以上に述べたようにＦＴＡによる解析手順の主なものを整理すると，次のとおりである．

�	 フォールトツリーの作成（作図）

�	 最小カットセット，パスセットの算定


	 故障発生確率，ＭＴＢＦ，ＭＴＴＦ，ＭＴＴＲ，アベイラビリティの計算

����� 最小カットセットと最小パスセット

ＦＴＡにおいて重要な役目をするこの二つについて説明する．

�	 最小カットセットの定義

	 安全が損なわれる側から見た場合，そこを切断すればつながらなくなる，ぎり
ぎりの切断の集合．

	 ＦＴＡにおいては「この集合に含まれる全ての基本事象が生起することによっ
て頂上事象を発生させる（すなわち故障する）に必要にして十分な基本事象の

最小の集合」を示す．

�	 最小パスセットの定義

	 システムが無故障であるために最小限つながっていなければならない道の組．
	 ＦＴＡにおいては「この集合に含まれる基本事象が生起しなければ頂上事象が
発生しない（すなわち故障しない）ことを保証する基本事象の最小の集合」を

示す．

図�	��により一例を述べるとつぎのとおり．

　　最小カットセット � �!���!�� !��

　　最小パスセット 　� �!�� !���!�� !��
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OR

AND

システム故障

No.1
故障 F

No.3
故障

FNo.2
故障

No.2,  3 
 故障 F1 2,3

3F2

F

図 �	��� 最小パスセット，最小パスセットの一例

システムの安全という観点からは以下のことが望ましい．

�	 最小カットセットについては

	 セットの数が少ないこと．
	 セット内の要素が多いこと．

�	 最小パスセットについては

	 セットの数が多いこと．
	 セット内の要素が少ないこと．

����� システム信頼度の計算

ＦＴＡにて最小カットセット，最小パスセットが得られると，いずれかを用いてシステ

ム信頼度，故障確率（頂上事象の）がつぎのとおり計算できる．

�� 最小カットセット法

システム信頼度)および故障確率!は次式により計算できる．

! 4 <��
��
���

���

4

��
���

<����� �
��
���

��
���

<���� 
 ���3 � � �3 �������<��
��
���

� � ��	���
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ここで

� 4最小カットセットの数 　

�� 4  番目の最小カットセット

<���� 
 ��� 4 ��� ��の同時発生確率

基本事象が互いに独立であるとすると

! 4

��
���



����

�� �
��
���

��
���



����	��

�� 3 � � �3 �������



��	�
�����

�� ��	���

) 4 �� ! ��	���

ここで



4積記号

�� 4基本事象の故障確率

�� 最小パスセット法

) 4 <��
��
���

���

4
��
���

<����� �
��
���

��
���

<���� 
 ���3 � � �3 �����<��
��
���

���

4

��
���



����

�� �
��
���

��
���



����	��

�� 3 � � �3 �������



��		
���

��

�� ��	���

ここで

� 4最小パスセットの数

� 4  番目の最小パスセット

<���� 
 ��� 4 ��� ��の同時発生確率

何れの方法を使用するかは両セットの数により決まるが，各々の数を1=�，1=<とす

ると1=� * �1=< ��の時は最小カットセットを用いた方がよいとされている．

�� 近似法

上記厳密式によりすべてを計算するのは計算時間を要することから，近似法が用いられ

ている．例えば 　

!� 4 � の式の第�項までを採用



���� システム信頼性解析手法 ���

とすると

! � !� 4
��
���

<����� ��	�
�

! � !� 4
��
���

<���� �
��

<���� 
 ��� ��	���

			

したがって，誤差J! 4 �! � !��が所定の値以下になった時点で止めるか，あるいは，あ
らかじめ �を定めて近似する方法がある．

例題 �,�

図�	��に示すシステムについて，それぞれの基本事象の故障確率を ��� ��� �� とした時

の頂上事象の故障確率を求めよ．

［解答］最小カットセット法と最小パスセット法との二つの方法で求めてみる．

１．最小カットセット法：最小カットセットは �!���!�� !�� の２つであるので，故障確率

はつぎのとおりになる．ここで !�� !� はそれぞれ第１近似値，第２近似値を示す．

!� 4 �� 3 ����

!� 4 �� 3 ���� � ������

２．最小パスセット法：最小パスセットは �!�� !���!�� !�� であり，各基本事象の信頼度

はそれぞれ �� 4 �� ��，�� 4 �� �� ，�� 4 �� �� 　であるので，頂上事象の信頼度およ

び故障確率はつぎのようになる．

) 4 ���� 3 ���� � ������

4 ��� ������ ��� 3 ��� ������ ���� ��� ������ ������ ���

4 �� ��� 3 ���� � �������

! 4 ��)

上記より分かるように最小カットセットより求める方が簡単である．

����� 解析プログラム

　ＦＴＡによるシステム信頼性の解析には多量の計算を必要とするため，各種の計算機

プログラムが開発されており，最近の大規模システムの計画では欠かせないものになって

いる．これらプログラムの基本的な考えは図�	��に示すようにシステム構造をフォールト
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使用モデル

FT

RG

各要素の故障率

MTBF,MTTF

MTTR
システムのアベイラビリティ

最小パスセット     

最大カットセット

故障率

MTBF,MTTF,MTTR

図 �	��� 信頼性解析プログラム

ツリ（ＦＴ）または信頼性グラフ（ＲＧ）などで表し，各要素の故障率などのデータを入

れてシステム信頼性を表す数値を出力するようになっている．

このような信頼性解析には大別して定性的解析と定量的解析がある．前者は主としてシ

ステムの構造解析であり，後者は構造並びに個々の要素の信頼度データを基にした故障率

などの数値解析である．これら二者により総合的に信頼性を評価し，対策を検討する．図

�	��に解析の手順を示す．

�	 定性的解析：システム信頼性に関する構造解析である．従来から行われている影響

モード解析（ＦＭＥＡ），あるいは各要素間の論理構造を基にして信頼性の総合表示

としてのフォールトツリあるいは信頼性グラフを作成し，最小カットセットあるいは

最小パスセットを計算することが中心になる．

�	 定量的解析：前述の定性的解析の結果と要素の信頼度データを基にしてシステム全

体のＭＴＢＦ，ＭＴＴＲ，アベイラビリティ，故障率などを求める解析である，これ

らの値がシステムの目標値と合致すれば解析は完了であるが，合致しない場合には

次に述べる方法により解析をさらに進めることになる．

�$� システム再検討：システムの構造を見直し，例えば冗長系（二重系，バックアッ

プシステム）の導入あるいはその強化を行う．

�!� � 要素の高信頼化：要素の信頼度をさらに高いものにする．（スクリーニングの

強化など）

このような検討結果を再び入力データとして与え，再計算し総合的評価を行うとい

う経過を経て満足した値が得られるまで解析を続ける．

解析プログラムはすでに多数作られている．海外で公表されているもののいくつかの例

を表�	
 に示す．
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システム計画

システム相互関係の
分析， FMEA等も利用

安全性，信頼性評価
　最小カットセット
　最小パスセット
　フォールトセット
の計算

信頼度の計算
　MTBF,MTTR
    アベイラビリティ
　故障確率
　信頼度

総合的評価

システム再検討
１）システム構成の見直し
　　　バックアップ系，冗長系
２）要素の高信頼化

終了

条件満足？

システム信頼性，安全性の総合的表示

図式表示
　FT
    RG
    ET など

ブール代数表示 簡易モデル

要素の信頼度
のデータ

Ｙ 

Ｎ

図 �	��� システム信頼性解析ルーチン

����� 解析時に考慮すべき事項

ここではシステム信頼性の解析の際に特に注意すべき事項について述べる．

��共通原因故障

電源の故障，地震など環境に関する事故原因では，その影響が複数の要素に共通に及ぶ

ものが多い．これらを共通原因故障（%*��*( �*'� 1$�& #�）と呼び，解析時に特別の扱

いを要する．これらにより発生する基本事象間では独立性が保たれないので，独立でない
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表 �	
� 信頼性解析プログラムの例

RGAYB I.R.Batts
M.Yamazaki
(1976)

最小カットセット
最小パスセット
システム信頼度

信頼度グラフ
要素の信頼度

RELICS G.D.M.Person
(1977)

最小カットセット
最小パスセット
アベーラビリティ
MTTF,  MTTR
重要度

信頼度グラフ
要素のMTTF,
MTTR

RGベース

FTAB D.B.Brown
(1976)

発生確率
コスト
効果

フォールトツリー
要素の発生確率
コスト

FTベース

MOCUS J.B.Fussel
        et al.

最小カットセット
最小パスセット
発生確率

フォールトツリー
要素の発生確率

FTベース

WAMCUT
F.LLeverenz
H.Kirch
(1978)

最小カットセット
アンアベイラビリ
ティ

フォルトツリー

GO
Methodology

R.L.Williams
W.V.Gately
(1978)

フォールトセット
発生確率

GO Chart

No. 名称 作成者 出力 入力 備考

1

2

3

4

5

6

注： FT: フォールトツリー，RG:信頼度グラフ

電力関係

電力関係

RGベース

ものとして数式化せねばならない．また冗長システムは共通原因故障に対しては有効に機

能しないので，特に注意が必要である．

�� 無修理系対修理系

電子部品のように故障すれば廃棄する無修理系と一般の機械のように修理して使用する

修理系とでは評価指標が変わってくる．無修理系では故障率やＭＴＴＦなどを用い，修理

系では故障率，ＭＴＢＦのほかアベイラビリティなどを使用する．

�� 誤動作故障と不動作故障

通常の機器については，正常か故障だけを考えればよいが，センサーや保護システムの

信頼性の解析では故障を不動作故障と誤動作故障とに分けて扱う必要がある．不動作故障

は通常の故障に相当するが，誤動作故障は他からの指令無しに誤信号を伝える故障であり，

両者の与える影響が異なる．このため不動作故障と誤動作故障の両方のフォールトツリー

を作成し，各々の解析からシステム故障に対する影響を比較検討せねばならない．
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�� 冗長系

信頼性向上策は要素の信頼性向上のほかに，システム構成の面で配慮し，例えば冗長シ

ステムを採用するなども大切である．冗長システムには各種あり，その選定に当たっては

無修理系であるか修理系であるか，さらに誤動作と不動作の確率などを考えて，より信頼

度の高い方式を選択すべきである．一例として代表的な冗長系であるS
 *#S系とS� * � *1


S系について修理系の場合のアベイラビリティで比較すると，不動作故障のみを考えると

前者のS
 *#S系の方が高いが，誤動作故障を考えると誤動作故障と不動作故障の確率の比

で変わり，多くの場合後者のS� * � *1 
S系の方が高い 5�6．

�� 自動監視保全の効果

システム信頼度向上の今一つの方策として，常時監視または自動点検によりアベイラビ

リティを上げる方法がある．例えば，制御装置のプリント基板に故障表示装置を装備させ

れば，故障時に直ち発見できるので修理時間を短縮されてアベイラビリティが改善される．

　演習問題

�	� 　故障率が ���� ����時間�� の素子がある．���� は幾らか．

�	� 　��A�が �7��� 時間の電子装置がある．アベイラビリティを �	��� 以上にするには

���� をいくら以上にせねばならないか．

�	
 　信頼度)の装置を２台並列に使用した場合の信頼度はいくらになるか．

�	� 　故障率が ���� ���
時間�� の装置１台を単独および２台並列に使用した場合の各々

に対して，１年間および２年間の動作時間に対する信頼度を求めよ．

�	� 　図�	��に示すフォールトツリーの最小カットセットを求め，頂上事象の故障率を求め

る式を誘導せよ．

�	
 　単車の故障についてＦＴＡとＦＭＥＡを行え．
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F

F

F1

F2

F 23

F5 F6F3

F 4

F456

F56

123

図 �	��� フォールトツリー
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　演習問題略解

１章

�	� 　略

�	� 　略

�	
 　略

�	� 　略

２章

�	� 　略

�	� 　有効グラフを図�	�に示す．また�および � 4 � 3 �は

� 4

�
��������

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

�
��������

� 4

�
��������

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

�
��������

可到達行列)を求めると � � 4 � � 4 ) となり，

) 4

�
��������

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

� � � � �

�
��������

�	
 　���� 4 5�� �� �� �� �6とおいて各時刻での各位置にいる確率を求めると表�	�のとおり

になる．この表と本文の表との比較により，初期状態により落ちつく状態が変わってくる

ことが分かる．これは溝に落ちると戻れないとの非可逆な部分があるからである．

�	�

��よろめき歩きの状態遷移図を図�	�に示す．

��遷移確率はつぎのとおり，

�
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１

２

３

５

４

図 �	�� 有向グラフ

表 �	�� ランダウオークの経過

時間+=（分） ����� ����� ����� �	��� �
���

� �	� �	� �	� �	� �	�

� �	� �	� �	
 �	� �	�

� �	
 �	�� �	�� �	�� �	�


 �	
�� �	��� �	��
 �	��� �	���

� �	��� �	���
 �	���
 �	���
 �	��
�

� �	��� �	���
 �	�
�� �	�
�� �	����

�� �	��� �	��
� �	���� �	���� �	����

�� �	��� �	���� �	���� �	���� �	����

+ 4 　

�
���

��� ��
 �

��� ��� ���

� ��
 ���

�
���


�初期状態を ���� 4 5�� �� �6として，�7 �7 
7 �� 分後に各位置にいる確率を求めると表�	�

のとおりになる．なお，参考までに定常的にどの状態に落ちつくかを見てみる．定常状態

を �� 4 5���� �
�
�� �

�
�6 とすると，つぎの関係が成り立つ．

5���� �
�
�� �

�
�6

�
���

��� ��
 �

��� ��� ���

� ��
 ���

�
��� 4 5���� �

�
�� �

�
�6

さらにいずれかの位置にいるので，

��� 3 ��� 3 ��� 4 �

この一次式を解くと定常値としてつぎが得られる．
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図 �	�� よろめきの状態遷移グラフ

表 �	�� ランダウオークの経過
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� �	�
 �	�� �	
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6

なお，前の問題では非可逆な部分があったので，この方法は適用できなかった．
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４章

�	� 　

�� 　図的解法を図�	
に示す．

�� 　まず標準形式に変換して

制約条件式 ��� 3 �� 3 �� 4 ��
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図 �	
� 制約条件の範囲と最適解
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目的関数 ���� � ���� 3 �� �� 3 �� �	 3 �� �
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これを基に表�	
に示すように，初期テーブルを作りピボット操作を行なうと解が得られ

る．以上より

�� 4 
� �� 4 �� " 4 
�

５章

�	� 　本文の例を参照
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	� 　まず勾配を求めると

����� 4 2#$'���� 4 5���� � ��� ���� � ��6�

��最適勾配法

$�第１ステップ 　最初は原点�� 4 5�� �6� より出発して最適点の最初の推定値�� 4 5���� �
�
�6
�
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表 �	
� シンプレックステーブル

サイクル 　 基底 �� �� �� �	 �
 " � !G$

� �� � � � � � � �� ���� 4 ��

�	 � 
 � � � � �� ���
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 ��
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�� 4 
 �
" �
 � � � � � 
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 �� � � � 
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�� � � � ��
 ���� � �
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" � � � ��� ��� � 
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を求める．

�� 4 5�� �6�

����� � 2#$'����� 4 5������
6�

�$:
��

����� 3J��� 4 �$:
��

���J�5���� �
6� �

4 �$:
��

5���J�� ��� 3 ���
J�� ���6

上式の括弧の中の式をJ� で微分して零と置いて，J� および ��を求める．

J�� 4 �����

��� 4 �� � ����� 4 ����� ��� 4 �
 � ����� 4 ��
�

!�第２ステップ 　つぎに �� 4 5����� ��
�6� より出発してつぎの最適点の推定値を求める．

����� 4 2#$'����� 4 5������� ��� ����
�� ��6� 4 5������ ��
�6�
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��
5�����J�� ������ 3 ����
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���6

括弧の中を微分して零と置きJ�� および � を求めると，

J�� 4 ��
��

��� 4 ���� 3 ����� ��
�� 4 ����� ��� 4 ��
�� ��
�� ��
�� 4 
�
�

まだ最小値 ��� �� ではないので，この方法を繰り返すことになる．

��共役勾配法

$�第１ステップ 　最適勾配法と同じなので，そのまま流用する．

!�第２ステップ 　まず係数 4� を計算する．それに使用するデータはすでに最適勾配法に

おいて求めているので，それを流用する．

4� 4
���������
���������

4
����� 3 ��
�

��� 3 �
�
4 ���
��

+� 4 5������ ��
6� 3 5������
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� �����6�

�$:
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����� 3J��� 4 �$:
��

5����
J�� ������ 3 �������J�� ��
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括弧の中を微分して零と置くことにより，

J�� 4 ���
�

��� 4 ���� 3 ���
 � ���
� 4 ����� ��� 4 ��
�� ����� � ���
� 4 ����

となり，最適値が得られた．

以上のように共役勾配法の方が収束性がよい．この状態は図�	� に示す．
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８章

�	� 　���� 4 ��7 4 ������ ���� 4 ���� ��


�	� 　� 4 �� ������� ���3����� � ���� であるから���� � �（時間）

�	
 　)� 4 �� ���)�� 4 �)�)�

�	� 　

［単独の場合］)��� 4 �:0��7�� １年間は � 4 ��� 

��時間�であるので，１年間および２

年間の信頼度 )���� )��� はつぎのとおりになる．
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�	� 　最小カットセットはつぎのとおり

�!���!�� !���!	� !
��!	� !��

また基本事象の発生確率はそれぞれの確率を �� で表わすと
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